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Introduction :

Vecteurs et formes bilinéaires

Changement de base
E, Ev Ey, ... En base

E, ) E, En autre base

/

—~

Soit  |Ej = 2 t'j E

Explicitement :

ot
e e
1 = %11 E, + (_11 Ez * * fnf En
Ezz t12 ET +

E - tWE, + ..

n =

t' omposanfes de E, dans la base E, ... Eh

La matrice S = T°!

=~ Y
f
s, s, ..
S = | s%
.n ,“;,
Sy /
= . =
E, = s', E, + s F + + s E,
- .
E, = s, E, +
- .
Sj1 composantes de E, ds. la base E, ... E,
Exemple
_ E, = E
E, ! ’
\ A E,= E, +E,
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Transformation des comp. d'un vecteur lors d'un

changement de pase

vecteur X = ) x4 E, = Z X! E,'
{

I

=22ty E - (2 Xty )
;oo P

X'= thx"+ thx*+ 'l x"”
X"= t" x" + + tr, x"
Notation matricielle :
/;1 i -f71 . f1h 1X1
| : = : T !’ ’2 = [ X
| ' '
L X" fn.,, fhh X"
Exe/np/e: X= 2 E, +E, ; X=(2,1)
X1 17 =1 'a) (7/
E, X Yl) I {7 Y
5 P
E, iy B _
/ X = ( 1,7)

~

selon ! ;(“. _ IL«'J, X‘Jl

/_Cingagé fQ/?SOF/é/ . Tout n- uple qu/’ se transtorme

est appele un vecteur

contravoriant

Formes bilinéaires
;f(«x,.[;y/g,): °<7f(><,'£) + /E/f(y,z)
]ﬁ(x,wy+ﬂz)= o<7£(x,y_) + 3 )@(x/z)

F(x,y) :

La matrice d'une forme bilinéaire (base E; ... En ):

f(ixiEi/ ijEJ) = Xl‘y‘/ /{(E//E./)

£

Ul

f(x,)
= fy <

f/j donne les composanles de § dans la base considéree

Transformation de la motrice d’une forme bilinéaire

Do P~k poogk iyl
7((><,y) = _ﬁ)._)i_xj = fk& XX = ]f;ZzLix fj)/d
= (Z{g f“/ {—e/) x")/} —» doit etre vral

Vle couple x ety

] k ¢
ZE"J' B fke ity

Conclusion




ou : fkg = f s'x st I1 Mouvement (classique) d'un point
1
sur une droite
Notation malric/elle Aoy ” | | X = x(t)
.~ ligne d'univers -
TYFT = F
. Lis3
Langage fenseoriel | L2 EvE nerment
e o f = L S. tt=/ v o .
VL>ﬂ. vect. C} = fJ L, lico Univers ou é}/:)acf .— B
Toute matrice  qui se transforme selen la formule I emps
E =
0 4 x L ) N "{_
5 : : - 1 2 3 4
i J/ _ ;
)f"} t th = fk@ est appelée
Un événement : jci et mainterant (ex: flash)
- | i/ s ’ ; . -
tenseur dordre 2 , 2 fois covariant. L'origine se deéplace
Théoreme de Silvester ( loi d'inertie) x X= x -b
Soit f une forme bilinéaire symétrigue | si b= b(t)= vt
a) Il exicle (aumoins) une baose dans laguelle la matrice _ reforentiel en
o 7f la for 1 O+ X= x-vt mouivernent
e £ o la forme » O } L
11“5 O g ¢ -
7 Cefte equ. est linéare en x ett
0
O - C . . /
Interprétation dans | espace - femps
b) 5// dans une autre /DCU@/ lo matrice @ la méme ﬁ)r/w B .
t =t | e
(diag. av. dec 1 des -1 etdes ©), alors, le nombre cte Trans forma tion de Galllee
: - )‘Z = = VZL +- X J
1 1,0 (resp.) est Je méme.
, =i oo . = _ f. o=
Ragpel: X'= t'y xt = E;= 1‘//:,
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Lo trancformation de Galilée

-7

correspord ay changml.

[,/
Vo7

de base suivant :
E, = E, - v E, Ee = E¢ - v
E, = E, Ey =
E, = s+ E Ei= Ep # v
X Ax Ex =
] ({,x) _
P
/ T
) £
E<Ec} ,
E x
NVEK |
s ’ t
E¢

Exemples d'autres changmts. de base dans |ego.- femps

hij
m

Ex

]

E{- E(—

M)

my
x

E{-E E(__

= autres unifes pow mesurer e femps

— nvelles unites pour mesurer la fopg.

|
/

X

my

x

m M
x

Rcmczrc/ues

i

(1) Motivalion phy)/?ue’ "covariance ' des lois de la

phyﬂgu@ ©ar  rapeort aux Fronsformotions cle
Galilee.

Linéarife du ragoort entre (t x) QTL(YZ.,X-)

(2) Paramébrisation (friviale) de x

t=t
x=x(t)

X X = x(t)

vecteur fcmgen/'

g(- (z‘/ x(t‘)): (1, x)

(3) Mouvement dans [espace ( ¢ x’ x% x%)

() Tronsformation de lo vilesse et de [‘accélération

FoF d - 4
at ct
dx _ d (x-vt) = X% -v additivite des
df at vitessos !
a’x _ ¥ ['acélergtion est invariante par rop.
i %
at G des transf. de Galilée.




5) Comparaison de deux évenements

(5
(t,)(,)
-(1:2 )(L) {-—z—tt’ = -[-Z—ILi
\
|~z
E¢

Xo = Kio= (= vts+ xa)=(=vtir x;) = (Xa=x)=v(f-t)

La distance n'est pas un invariant

Exercice 1

Le femps t est meuré de la maniere <uivante :  Upe

se trouvve a ! 'or/g/ne? des C(oorClonneec.

l?/wlz/‘re’
Au moment de [‘evenement wun signal est A
envoyé vers O (vitesse du <ignal =< ). Le b Svenoment
temps darrivée du signal est appelé t. sigal
La cordonnée x est mesurde " normalement g,
(X = x). Inkrpréter cefte fagn de mesurer

o

X et £ comme wun changement de base

/

"o
dans ['espace - fempc .

t= t+

> 0ix

X

)

. 7 1 L AR
a'od (t) = (o ;) “;’)7: /07 7!)

Rappel : La transformation X'= f;d' x4 est indurte
par le changement de base  E j = t 9 E . (respect.
El = SJI‘ E/_ )

E,': t71 é1+—‘{’? g& .‘ N E{-: E[-

i 1 o 12 = Cad i =g o
EZ:“(—Z E,’ + -(.2. EZ E)(‘—"ZE{_TEK
f@jp‘ E,t =

E -

Exercice 2

Le temps t d'un événement est mesuré comme Suit:

L ] ; . - ~ : :
L' heure exacte” est diffusee o partir de O
¢ evénem

(vitesse ¢ ). L observateur se trouve prés

de [‘évenement : il nofe comme femos t e &

; = . ’ " i whgure

temps qu'il regoit de "('heure exacte . exact
0y O




Interpreter cette situation comme un changement

de cordomees dans [‘espace - femps.

r{: {— - i ) o~ / / 7 "4 h H -1
B C jd@u(f‘}): ( C)}(f/):(
X = X o 1
d'ou : o ~/ resp. _ '
Ex: -é E{— f’E)( E":éE{— +
x P /;?
) / (t,x)
CEt T R UER)
| ;
\.w_ /|
l/lf:' /|
EX / Ex’ / ‘
. /|
D t
Er= Ey
Exercice 2 X

Soit: (tx) les ccordonnées ‘normales” o'um
événement. Soit X la coordonnée par
ropport a une origine O gui se deplace
aec une Vvifesse v. Line ”/’zor/oye parlante”
emet @ porfir de O. { est le femps
indiqué  par un réceplecr situé prés de
['évenement. Interpreter | ‘expérience

comme Chcmg@menf de coordonnées.

oO|—> <

1 f'—" ‘(.'—- _/— X y 1 -—{-
| < d'ou I = ( o
X=-vt + x v
E /‘\ 1 .
| Z/ ./——_‘: 7 ( 1 Z/
O 1 -V V4 7
<
= — = 1 v ~
E, = E - VvV E ) E - E{-
+ + t - Y X
E X et— /—V/C = V/C
X .= fond =~ 1 - —
Ex‘=>-f-++Exf Ex= L &, + 1 Es
, < 1- ¥ -V
~ < <
t
v
/"V/C
N T
___i__E(' (f/)()
|-V o= - - - — - = - = =
- | =T (¢, x
-7 /!
// :
E ]
t /’ : %
eveénement , ’ l: & E¢
/ ] /—VZ
/ , | <
/> . >'l
EX /:7_!. X o
<

AN

@

/2



L2 L'intervalle : un invariant, transformation

de Lorentz

® Vitesse de la lumicre = © = constante.

v. exp. de Michelon ( PHYSIQUE).

& L' intervalle : Vict):* —xt d'un &vénement est
un invariant (par ropeort a un chongement cle

- i P " - . . o
ref. d'inertie  ayant la méme origine

-

t=0 ; x=0 < t=c ;

0
x
(I
O

no, . . . .
Dans "l'espace - temps” il existe une forme guadratiGue
dont [expression dans tout réf. d'inertie est

(CZL)2 - x*°

[ a tronsformation de Lorentz

(1) Hypothése . un changement de réf. d'inertie
induit wune Fransformation linéaire des coorclennées
(x,t) d'un Evenement t = xt fﬁx z

srt +(§xj

x)
1l

sans  démonstralion ma /‘/’Jén'zaf/?ue (P/”)y;/c/ue).

(z) Soit (ox) un réferentiel d'inertie (OX) est
Gussi un rof. dinertie s/ et seul s/ O a wune
vitesse const.  ds (Ox).

(3) c*t*-x* = <*t? - X*® Invariant pour fouf

référentiel d'inerke

ler pas trouver o« ef {
x T x evenement :  passage de O en P

dans (0x) : (t,0)

dans (&%) + (¢ %)
0 ¢}
) x = — vt

ceordonnées

=]
h

Bg
~

Qusss J'uj‘f@ en /ohyf/?u@ c/cu'.s”/c/‘ue /

Invariance de 'infervalle

e &~ & 22 2 242
C¥t? - X 2 cttT- x? oz <P

PPt - gyttt = t?
O(Z(Cl—i/l): C"

{7
/4



/
o =
/1_Kj
(_’&-
dou : f‘ -V = Vv
\/i-l/f
Jant
T !
V
X = -Vt o+ §x
Voo

2eme pas

Invariance de

O
s
]
c
I

trouver /5’ ot §

I'infervalle  pour wn evénement 7u@/ congGue

-X* = ctt?r - x?

X . ﬂz,&)_( V‘f/: Zvtce 4 JZXL)
/ -, T

/1/
/-
/! ct
= C;’fz~ x ¢
0  —» - _ vd
/3 s
1 — VAt D,

Transformation de Lorenta

- -Vv/ 5
_ v /
l é
X = A S

, v
4 y oo

Le changement de base induisant les transformations
de LORENT2

.= L B¢ - Vv B ?
t — X
Vo oV
Ex = —_.V_{E:Lg{’ + ____1 gx j
/o Voo



Interprétation  géom é/fr/?/,, e

C;.Z: _L__
v

X

ct

+

A

-V/c

o

1

v

X

X

T
o
-+

i

Composantes cle

"

l

<

Ty

S/ v paramétre
4 2
N X m ()
E.. v ‘ v , XE—y*t=1
W v/C | ( - ) !
V /Wyperbo//g
X E)X - y&~Xl =1
t #: ct
- cf
Tt
[ 3 Un reférentiel en mouvement :
" les apparences sont trompeuses "
A
"1
/Vé) 3 L Comment  gpparaitle rél. (5%) a
1 / 5 un "observateur” (ox) 7

=

1 .

o + 0

‘ -1

/7



Exeérience N1 At moment € =o

Sont déc/a/?c/,?(//s en X = o, * 7, # 2,

etc... Que vot /obs. 7@// se frouve dons  ancien
Systeme !
Evenements : (z‘:o/x:o) (é:()/x:?)

[rans formation de Lorenta

L v = t X t X
\/ 5 | _ v/ct _ 1
X = __._7 )?/ / \/
v | o 0 0 0
0 / v/ct 1
Y v
0 2 |z e .
=
0 3 3 v/t 3
. o /2 o
Lo Sfmu/fane/fe nest pas T

marnfenuie ; mauvaise nolion

l/ =Yt ol
cl

sont obServes en

- a écarter

Leos Evenements

distants > 1.

es " 7[ la ¢ hes

"

I

iJ

Expérience N2

(1) Declenchors une Ssuife de

I+

Hashes en x= ¢ £1,

t2 £3 qui paralt simultanée en (Cx).

(2) Quelle

est la distance observee entre deu x

lashes ? o
t=0
X, =1 X7 = - vt
%, } _;V/CL X, ' 7 }/7 -~ 1
Vv : ,
)7 = ___f___ X ;{K“ 7’( Xy = / L(
Y
/<
—> clest la contraction de Lorentz
reprencons ; R — - v/et X, = —Vv/c*
YLk = = —-(V/C ’~) k
A
Les f/a,c/’;ef doivent Etre ~
tic = - k Z
deéclenches aux moments : cr
2
1 ?2 = =2v/c? ordre dans /@671,19/ il
0 t,o= -v/er Laut déclencher les flesher
-7 \ ?O = O (meche)
o f{'\:/ = V/C2

20



) , oo, " -
L 'observation dune /'@9/" en mowuvement se faiF

sous |'hypethese (771,59 fois /m,o//t'/'/‘e) c/u'é’//é“ "emetre”

d'une maniere continue. On obserye des signaux

émis a différents moments.

Experience N°3

En X=o0 Ssont deéclanches des

-

X X
, T flashes avec wne période T =1
(f= .. -2,-1,0 1,2 )
I BN B
PN Evenements : (x=0;t=-1)
/ y !
0 - )T o] - -
\ \\; y // ( X :O/' lL: O)
\\- )7: O / ;[’: 7)
=0 ¢ L ¢ -
4 t t
X = L £ -2 | =2y )7‘
/ -1 | =-1/y -
0 19) )
Feriode observée T Y A
2 2/9y
r= >, | )
YR dilatation du femps

Les cvénements sont observes en
, ,
2V —_V o

X = A
oy

MMP

1Ex 4.3 | ;

_/:—xe rerceg

I3. é/l‘) r?/-e’u e/»v//'c/ er7 /7’70L(V€/776’///

. , _ - v 5
@ C(vors: .5)’/.961/.eum 2) Ry moiment dzo clos "///4,455" ;,,,l o ©

- /
exn x =0, 4 2 &’Mez/~w;M’oh observe c/G/MJ

le :74&‘/110 (0)(}.3 7["‘"19 une Eluids ?49/,4,'/,4_,3 [;Ma_
lidahive ), Rew/wﬁvamaég/,bn : /‘M/zpo/m’z.e les Vc;z/'u//er

cz‘ el ct . . -

n
axe el ou observe ume swile oo "Flmlex
axe x @ la "lisl B ) ~ - / - . Vs
ntcluea ewfe c[e,gu eve ugw'em\! esk >4 doms la :c'nl.gw\.o. L(/Xj,

——



gvfxf-gl 2 |

@ (voiv 2rp € wae 2] Un &metteur ew woureweut ewmek cleg

@ (voin 2 péticuce 24) Des dviuewienls oul Licw 2

F=0,%4 1, ver o Taouves ZQLWP: E

) 4 &

$igrmoux  avec uUue périscle Tfi. Observer ces Evéuomenls elows

le :Lzalime Ox . (elule CZMQL'H,L'M , ?»mpf’u‘iw_).

netpoucduné o

clmiwu Ew:uemewkalel que WS Twéucmeutr poounsend

siamnll ovnds o 1.&1»9)/}()0!‘ A Slrj—e\,mﬂ. (OX) M o;l fa éVénemenf
linkewe” dlos EvEresds g (Ox)t (Elwdds canaldal: -z x
s (X) CIM e . <X=O/f:O)t/}iz,_‘) s

%ap(m‘ziw_ sels et ) -

Evinewmeont
cloacly

(ouhat L‘ou

<t e Lorents !

évenement :

X = / X




L.4 L'univers relativiste

Rappel :  Forme quadratigue

Seit F(xy) bilintare Symcffr/?ue , alors
g(x) = /(x, x) est la forme quad/’az‘/gue
Induite par f

Proposition  Une forme bilinéaire symetrigue est
déterminde par sa forme guadratigue associée

X,tAy/ 5//?4 F(x,y): /(y//'()

Démonstration  voir exercice

"

2 . . .
L'univers et sa forme c/’uac/rahc/ue

" : " " "
univers " = espace ~temps
(1) Esp. vectoriel . événements P, vecteur OP.

Dans un référentiel d'inertie, les composantes de OP:

(t,x) signifient tempc eof distance de P par ropport

~ - ~ - i .
a l'evenement O mesSiire ’C/QSJIC/L/GMQﬂf "

@) Forme bilinéaire dont la matrice pour tout ref.

d'inertie est:

o -1/ o -7

L' intervalle “entre” deux evenement

At

X
I Ax
m—A

.

Tt

cHat) - Ax?® invoriant

(at)’- 1L (ax)"
Ca

aussi invariant

Classification des infervalles

{ cot) - (ax)* >0

int. du gonre /Qm,o:

ct

cHok) -(bx)' =0

N / W o /I
int. "isotrope

passe’

airl

cat)’ - (ax) <o

int. du genre espace

Neiirs /

futuir




Notations :

Four un intervalle du genre temps!

OT = \/ (at)2 - 242 (Hx)? " temps  propre”
ou femps local ”

intervalle duv genre espace :

LG = 1/(A x)t - <t (at)t cistance propre

" N il : /"
L 1gne dunivers

//1 x (t)

graphe

=~ N

s

Ligne d'univerc d'un point materiel

X

_ - tangentes : entre -/ et +1

N ct

l'_fgné d'univers de /’orvj/ne A un ref.

X 5
y )
/ -
T gz
2 \ ligne d'univers de O
/ ct 77

Signification du "femps propre” de lorigine

a) dans Jo syjféme (Ox)/ 2 even. (c')O) : (/A{“/ 0)

AT = Y (at)r - Lo = at
c
b) (0% )
AT = At

Letemps propre d'un point immobile (par rapport
a un ref. d'inertie) correspond au tempos Bt mesure

(dans e meme référentiel ).

Parametrisation des lignes d'univers par le fempc propre

X

AT;A, = )/(Azt)l—.clz(ax-ﬁ

= /7— J_(é_x)"liaf
c \ At

Signification physique du temps propre T, : temps

mesure par une horlege (idéale) dont [‘arc AR

est la ligne d'univers,



t
T comme paramétre T = ] [- X dt
: I =
o

7; g estn variant par rapport @ des changements

de référentielc d'inertie

Exemple Un point se déplace de O a P avec une
vitesse v = £ purs il revient auec (g
X z
méme vifesse . Tempo¢ propre écoule 7
/ﬂC? l
P AL 2x0
-] / V = __C_ = ﬁ’ —_—— lLo = Xo |
f 2 4 C
Xo d |
ZIL — )
l ! ’ ct (oAg = 7. LOA
to &
~ - |
A TO/-I =] é/.; = ! fc + ._./i Xo
U (
/i 2 [T
= _.éf_. Xo - _..Z__ Xo = ___7_ S xp = "? Xo
/3 2z cz <
Comparer avec to,
ta E ~ (¢%¢ ce n'est pas un paracloxe’!

voir aussi les muons

Exercice 1
Montrer gmph[g’u@m@nf- et a/gébr/%/em@nf Gute i
o | 'intervalle d'un événement satisfait o ['inégalife
ct - x* >0 ([/'ev. est sifuc dans Je Totur” par
ropport a //Or/g/ne 0 )/ alors pour fout ré/é/’e‘/)//@/
d'inertie |'év. a lieu aprés 0.
o Ctroxt<co pour un événement ("ailleuirs ')i o
on peut choisir des référentiels d'inertie pour
/9567(,(0/3’ l'ev. a lieu resp. quant , Simultanement

apres O,

N
O



I 5 La notion de vifesse

Exercice 2

o . ‘ ] . . 1 " L . )

Faradoxe deos jumeax Up astronaute 7L//f€ la terre ’ La formule de la COM,OOSNLION des vitossec ”
avec une vifesse v=12 ¢ Il voyage pencant Sans _ S
1< mouvement upif. X = ut doa x = ut

(selon son horloge ), puis il rentre avec la meme vifesse.

_ , A r_ 1 v/icr 1 v | o4
En partant il avalt 30ans en arrivant conc 40 s, t = \/__‘ t - F ut = ;/__: (/ = “Ci) t
\ / § p ~ A . . /. i 95
V7% %3 v 0 2] > -0 17 . (e //O p —_ . . ,
Guel est lage de son frere jumeau lors de Jon refour Yo =Vt 4 1 ut s (vt
i v 4 v
;o - /IEZ ¢ doud i Xeo= 12 ci
Lo 13 —_ - - -
: u = _,__._)i U = u V,_
¢ T — VvV u
2 2 o
::gz:: (Z\IL) ~-=(é,x) -
=(lo)t - (12t )l = u + Vv
( 0) 13 £ ou u o= - S
I+ Y u
. o o
C2 [ 169~ 144 S
= to — = tu —_
169 1G9 “
—> formule de transformation des vitesses
d'oc o = LZ AT = 13 ans
g‘ — .
Remarque : u et u Jsont des grandeurs ph ysigues 4
1) ) oy -, .
. Non additiv fe cles ces
distance parcotirue : ) addi by fe vifesses
xo = 1L ¢ 13 AT = 12 ¢ AT = 12 annees lum. g U, - v
13 S S 1 = ——
(eloi gne ment max. ) Uz = Uy + Us I - Y u,
) . C2
l/lg = ?
J’ _— L/Z - l//
I - Y u,



Expression des composantes de [ en fet ot

Dg _ U+ ~ Vv (;/ fv'{;z + U
[ - Y (U, +u D | . o
e (Uirtte) en géneral | V. ex. ' (ligne d univers cdonnee x = x(t))
Critique de la notion de vifesse (e - dt _ o _ I 4 0
S
‘ly) U= Ax Le GgLio bept cles composantes dun dt c?
Nt . :
vecteiir ( :7< ) ‘est pas un mvariant. Ul dx _ dx odt %
VA | dr  dt dr L
2) U= U=V aucune grondeur raisonnable ne o
- Vv . L
! c? i se transforme de cdte manieére
‘ EX/')/QJ‘J/Q” de x Par /(J')" (umfo. cle U
Le "vectour vitesse”
¢ i P ) - v Y i 2 , 2
Rappel : X'(t) trajeclore alors X7 est un vecteur (L/’)L ( ] - _52) - X (U’)l - X (7 s W )
— LA o=
Ligne d univerg t = ¢ (7T) Ul
X = X ((,) j /1 U_:‘_'_)L
t_ param. - temps pr. c
Composantes du vecteur vitesse U La "valeur absolue " de ([
. 4 : j 2 2 > 2
Definition : U° = _C_{i_ U’-= _gjf (Cﬁ) = __1_”_7 (gé ) _ _ X.
—————— aT AT dT N dt f-x*
c? >,
c?

— | Y(ue)* - Luy = == (/) =1

/<;7 vitesse ost du genre f@m/(;>5 /



Interprétation graphique du vecteur U

Transformation des composantes du vecteur vifese

o L1
|
(! Ut

— ’ . 1 42 ) ‘
t = ‘?—/: t - ;‘éc 4 S/ X = x(t)  ss. f»orme brurd
X = =Vt + L x
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Orthogonalité entre U ot A
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