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TD 0
Analyse vectorielle — Rappels et compléments

Les exercices suivants ont pour but de vous rappeler et de mieux vous familiariser aux
techniques de calcul vectoriel qui seront utilisées tout au long du cours. Les exercices ne
seront pas discutés en cours, mais un corrigé sera mis à votre disposition en ligne.
(http://www.ipcms.unistra.fr/?page_id=12803).

Il est fortement recommandé de lire (au fur et à mesure que vous ferez les exercices) le
chapitre 1 du livre de D. J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics (Addison-Wesley, 1999).
Celui-ci vous aidera grandement dans la résolution des exercices.

Exercice 0.1

(a) Montrez que le produit scalaire et le produit vectoriel sont distributifs.

(b) Le produit vectoriel est-il associatif ? [(A× B)× C ?= A× (B× C)]

Exercice 0.2

Déterminez l’angle entre les diagonales d’un cube.

Exercice 0.3

(a) Démontrez la règle « BAC-CAB » :

A× (B× C) = B(A · C)− C(A · B).

(b) En déduire que
A× (B× C) + B× (C×A) + C× (A× B) = 0.

Exercice 0.4

Déterminez le vecteur η = r− r′ séparant les points r′ = (2, 8, 7) et r = (4, 6, 8). Déterminez la
norme η = |η| et le vecteur unitaire η̂ = η/η.

Exercice 0.5

Calculez le gradient des fonctions suivantes :

(a) f (x, y, z) = x2 + y3 + z4.

(b) f (x, y, z) = x2y3z4.

(c) f (x, y, z) = ex sin y ln z.
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Exercice 0.6

L’altitude en un point (x, y) d’une colline est donnée (en mètres) par

h(x, y) = 10
(
2xy− 3x2 − 4y2 − 18x + 28y + 12

)
,

où y est la distance (en kilomètres) par rapport au nord de Niederschaeffolsheim et x la
distance par rapport au sud de ce même village.

(a) Où est situé le sommet de la colline ?

(b) Quelle est l’altitude de la colline ?

(c) Quelle est la raideur de la pente (en %) en un point 1 km au nord et 1 km à l’est de Nie-
derschaeffolsheim ? Dans quelle direction la pente est-elle la plus raide, et à quel point ?

Exercice 0.7

Soit η = r− r′ le vecteur séparant le point r′ = (x′, y′, z′) du point r = (x, y, z), soit η la norme
de ce vecteur, et soit η̂ = η/η le vecteur unitaire selon η. Montrez que

(a) ∇(η2) = 2η.

(b) ∇(1/η) = −η̂/η2.

(c) Quelle est l’expression générale de ∇(ηn) ?

[Attention : l’opérateur ∇ est défini par rapport à r !]

Exercice 0.8

Calculez la divergence des fonctions vectorielles suivantes :

(a) va = x2 x̂ + 3xz2 ŷ− 2xz ẑ.

(b) vb = xy x̂ + 2yz ŷ + 3zx ẑ.

(c) vc = y2 x̂ + (2xy + z2) ŷ + 2yz ẑ.

Exercice 0.9

Faire un croquis de la fonction vectorielle v = r̂/r2, où r = x x̂ + y ŷ + z ẑ et r̂ = r/r, et calculez
sa divergence. Le résultat vous surprendra peut-être. . . Pouvez-vous l’expliquer ? [Indication :
Le calcul que vous avez effectué est-il valable pour tout r ?]

Exercice 0.10

Déterminez le rotationnel des fonctions vectorielles de l’Exercice 0.8.

Exercice 0.11

Inventez une fonction vectorielle qui a une divergence et un rotationnel nuls en tout point
de l’espace. (Un vecteur constant ferait évidemment l’affaire, mais essayez de trouvez quelque
chose d’un peu plus intéressant. . . )

Exercice 0.12

Démontrez les Eqs. (3), (6) et (7) du formulaire distribué en cours.
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Exercice 0.13

(a) Soient A et B deux fonctions vectorielles. Déterminez l’expression générale de (A · ∇)B
en fonction des composantes cartésiennes de A et B.

(b) Calculez (r̂ · ∇)r̂, où r̂ = r/r et r = x x̂ + y ŷ + z ẑ.

(c) Evaluez (va · ∇)vb, où va et vb sont définis à l’Exercice 0.8.

Exercice 0.14

Montrez que

∇
(

f
g

)
=

g∇ f − f∇g
g2 ,

∇ ·
(

A
g

)
=

g(∇ ·A)−A · (∇g)
g2 ,

∇×
(

A
g

)
=

g(∇×A) + A× (∇g)
g2 .

Exercice 0.15

Vérifiez les règles du produit (4), (6), et (8) du formulaire pour les vecteurs A = x x̂ + 2y ŷ +
3z ẑ et B = 3y x̂− 2x ŷ.

Exercice 0.16

Calculez le laplacien des fonctions suivantes :

(a) Ta = x2 + 2xy + 3z + 4.

(b) Tb = sin x sin y sin z.

(c) Tc = e−5x sin (4y) cos (3z).

(d) v = x2 x̂ + 3xz2 ŷ− 2xz ẑ.

Exercice 0.17

(a) Montrez que la divergence d’un rotationnel est toujours nulle. Vérifiez-le pour la fonction
va de l’Exercice 0.8.

(b) Montrez que le rotationnel d’un gradient est toujour nul. Vérifiez-le pour la fonction (b)
de l’Exercice 0.5.

Exercice 0.18

Calculez l’intégrale curviligne de la fonction vectorielle v = x2 x̂ + 2yz ŷ + y2 ẑ de l’origine des
coordonnées au point (1, 1, 1) par les trois chemins suivants :

(a) (0, 0, 0)→ (1, 0, 0)→ (1, 1, 0)→ (1, 1, 1).

(b) (0, 0, 0)→ (0, 0, 1)→ (0, 1, 1)→ (1, 1, 1).

(c) Le chemin rectiligne direct.

Quelle est l’intégrale rectiligne de v selon le chemin fermé qui emprunte d’abord le chemin
(a), et ensuite le chemin (b) ?
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Exercice 0.19

On considère le cube de la Fig. 1. Déterminez le flux φ =
∮

da · v
du champ de vecteur v = 2xz x̂ + (x + 2) ŷ + y(z2− 3) ẑ au travers
de la surface du cube. (On orientera la surface vers l’extérieur du
cube.)

34
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1.3.5 The Fundamental Theorem for Curls
The fundamental theorem for curls, which goes by the special name of Stokes' theorem,
states that

f (\7 x v) . da = Iv. dl.
s p (1.57)

As always, the integral of a derivative (here, the curl) over a region (here, a patch of surface)
is equal to the value of the function at the boundary (here, the perimeter of the patch). As
in the case of the divergence theorem, the boundary term is itself an integral-specifically,
a closed line integral.

Geometrical Interpretation: Recall that the curl measures the "twist" of the vectors v; a
region of high curl is a whirlpool-if you put a tiny paddle wheel there, it will rotate. Now,
the integral of the curl over some surface (or, more precisely, the flux of the curl through
that surface) represents the "total amount of swirl," and we can determine that swirl just as
well by going around the edge and finding how much the flow is following the boundary
(Fig. 1.31). You may find this a rather forced interpretation of Stokes' theorem, but it's a
helpful mnemonic, if nothing else.

You might have noticed an apparent ambiguity in Stokes' theorem: concerning the
boundary line integral, which way are we supposed to go around (clOCkwise or counter-
clockwise)? If we go the "wrong" way we'll pick up an overall sign error. The answer is
that it doesn't matter which way you go as long as you are consistent, for there is a com-
pensating sign ambiguity in the surface integtal: Which way does da point? For a closed
surface (as in the divergence theorem) da points in the direction of the outward normal; but
for an open surface, which way is "out?" Consistency in Stokes' theorem (as in all such
matters) is given by the right-hand rule: If your fingers point in the direction of the line
integral, then your thumb fixes the direction of da (Fig. 1.32).

Now, there are plenty of surfaces (infinitely many) that share any given boundary line.
Twist a paper clip into a loop and dip it in soapy water. The soap film constitutes a surface,
with the wire loop as its boundary. If you blow on it, the soap film will expand, making
a larger surface, with the same boundary. Ordinarily, a flux integral depends critically on
what surface you integrate over, but evidently this is not the case with curls. For Stokes'

Fig. 1: c© D. J. Griffiths

Exercice 0.20

Calculez l’intégrale de volume de la fonction f (z) = z2 sur le tétraèdre de sommets (0, 0, 0),
(1, 0, 0), (0, 1, 0), et (0, 0, 1).

Exercice 0.21

Vérifiez le théorème fondamental du gradient (cf. formulaire) avec la fonction f (x, y, z) =
x2 + 4xy + 2yz3, les points a = (0, 0, 0) et b = (1, 1, 1), et les trois chemins de la Fig. 2 :

(a) (0, 0, 0)→ (1, 0, 0)→ (1, 1, 0)→ (1, 1, 1).

(b) (0, 0, 0)→ (0, 0, 1)→ (0, 1, 1)→ (1, 1, 1).

(c) Le chemin parabolique z = x2, y = x.

1.3. INTEGRAL CALCULUS 31

Evidently the total line integral is 2. Is this consistent with the fundamental theorem? Yes:
T(b) - T(a) = 2 - 0= 2.

Now, just to convince you that the answer is independent of path, let me calculate the same
integral along path iii (the straight line from a to b):

(iii) y = !x, dy =! dx. VT· dl = y2 dx + 2xydy = ix2dx, so

[ VT. dl = [2 i x2 dx = = 2.
Jiii Jo a

Problem 1.31 Check the fundamental theorem for gradients, using T = x 2+4xy + 2yz3, the
points a = (0, 0, 0), b = (1, 1, 1), and the three paths in Fig. 1.28:

(a) (0,0. 0) (1. 0, 0) (I. 1, 0) (1, 1. I);

(b) (0,0.0) (0,0, 1) (0,1, I) (1,1,1);

(c) the parabolic path z = x2; Y = x.
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1.3.4 The Fundamental Theorem for Divergences
The fundamental theorem for divergences states that:

f (V· v) dr =1v· da.
V S (1.56)

In honor, I suppose of its great importance, this theorem has at least three special names:
Gauss's theorem, Green's theorem, or, simply, the divergence theorem. Like the other
"fundamental theorems," it says that the integral of a derivative (in this case the divergence)
over a region (in this case a volume) is equal to the value of the function at the boundary

Fig. 2: c© D. J. Griffiths

Exercice 0.22

(a) Vérifiez le théorème fondamental de la divergence (théo-
rème de Green–Ostrogradski) à l’aide de la fonction v =
xy x̂ + 2yz ŷ + 3zx ẑ. Vous prendrez comme volume le cube
de la Fig. 1.

(b) Vérifiez le théorème fondamental du rotationnel (théorème
de Stokes) à l’aide de la même fonction v qu’à la question (a).
Vous prendrez pour cela l’aire triangulaire grisée de la Fig. 3

36 CHAPTER 1. VECTOR ANALYSIS

(In saying that da points in the x direction, we are committing ourselves to a counterclockwise
line integral. We could as well write da = -dy dz X, but then we would be obliged to go
clockwise.) Since x = °for this surface,

Now, what about the line integral? We must break this up into four segments:

(i) x =0, z = 0, v.dl=3y2 dy, f v· dl = fd 3y 2 dy = I,

(ii) x = 0, y=l, v . dl = 4z2 dz, f v . dl = fd 4z2 dz = 1,
(iii) x =0, z = 1, v· dl = 3y 2 dy, f v . dl = f? 3y 2 dy = -1,

(iv) x = 0. y = 0, v ·dl = 0, f v . dl = f?°dz = 0.

So !v· dl = 1+ 1- 1+°= 1.
It checks.
A point of strategy: notice how I handled step (iii). There is a temptation to write dl = -dyY

here, since the path goes to the left. You can get away with this, if you insist, by running the
integral from° 1. Personally, I prefer to say dl = dx x+ dy Y+ dz zalways (never any
minus signs) and let the limits of the integral take care of the direction.

Problem 1.33 Test Stokes' theorem for the function v = (xy) X+ (2yz) Y+ (3zx) Z, using the
triangular shaded area of Fig. 1.34.

Problem 1.34 Check Corollary I by using the same function and boundary line as in Ex. 1.11,
but integrating over the five sides of the cube in Fig. 1.35. The back of the cube is open.

z
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x 2

Figure 1.34
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Fig. 3: c© D. J. Griffiths
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Exercice 0.23

Démontrez les deux égalités suivantes :∫
S

f (∇×A) · da =
∫
S
[A× (∇ f )] · da +

∮
P

f A · dl, (1)∫
V

B · (∇×A)dτ =
∫
V

A · (∇× B)dτ +
∮
S
(A× B) · da. (2)

Dans l’Eq. (1), S désigne une surface orientée quelconque et P son périmètre, alors que dans
l’Eq. (2), V désigne un volume quelconque et S sa surface fermée.

Exercice 0.24

(a) En coordonnées sphériques, déterminez r, θ et ϕ en fonction de x, y, et z.

(b) Exprimez les vecteurs unitaires r̂, θ̂ et ϕ̂ en fonction de x̂, ŷ et ẑ. Vérifiez que les vecteurs
(r̂, θ̂,ϕ̂) définissent bien une base orthonormée directe.

(c) Déterminez les formules inverses, c’est-à-dire exprimez x̂, ŷ et ẑ en fonction de r̂, θ̂ et ϕ̂.

Exercice 0.25

(a) Vérifiez le théorème de la divergence pour la fonction v1 = r2 r̂, en utilisant comme vo-
lume une sphère de rayon R centrée à l’origine.

(b) Faire de même pour la fonction v2 = r̂/r2. Si votre réponse vous surprend, jetez à nouveau
un oeil à l’Exercice 0.9. . .

Exercice 0.26

(a) Calculez la divergence de la fonction suivante exprimée en co-
ordonnées sphériques : v = r cos θ r̂ + r sin θ θ̂ + r sin θ cos ϕ ϕ̂.

(b) Vérifiez le théorème de Green–Ostrogradski pour cette fonc-
tion, en utilisant pour volume l’hémisphère de la Fig. 4.

1.4. CURVILINEAR COORDINATES
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Figure 1.40

Problem 1.39 Compute the divergence of the function

Figure 1.41

v = (rcose) r + (r sine)O + (r sine cos¢)¢.

Check the divergence theorem for this function, using as your volume the inverted hemispher-
ical bowl of radius R, resting on the xy plane and centered at the origin (Fig. 1.40).

Problem 1.40 Compute the gradient and Laplacian of the function T = r(cos e+ sinecos ¢).
Check the Laplacian by converting T to Cartesian coordinates and using Eq. 1.42. Test the
gradient theorem for this function, using the path shown in Fig. 1.41, from (0, 0, 0) to (0, 0, 2).

1.4.2 Cylindrical Coordinates

The cylindrical coordinates (s, ¢, z) of a point P are defined in Fig. 1.42. Notice that ¢
has the same meaning as in spherical coordinates, and z is the same as Cartesian; s is the
distance to P from the z axis, whereas the spherical coordinate r is the distance from the
origin. The relation to Cartesian coordinates is

x = s cos¢, y = s sin¢, Z = z. (1.74)

The unit vectors (Prob. 1.41) are

S cos ¢ X+ sin ¢ y, )- sin ¢ x+ cos ¢ y, (1.75)
z z.

The infinitesimal displacements are

d!.,. =ds, di¢ = sd¢, diz = dz, (1.76)

Fig. 4: c© D. J. Griffiths

Exercice 0.27

(a) Déterminez le gradient et le laplacien de la fonction
f (r, θ, ϕ) = r(cos θ + sin θ cos ϕ) en coordonnées sphériques.

(b) Vérifiez votre expression du laplacien en utilisant les coordon-
nées cartésiennes.

(c) Vérifiez le théorème fondamental du gradient pour la fonction
f en utilisant le chemin de la Fig. 5 allant de l’origine au point
(0, 0, 2).

1.4. CURVILINEAR COORDINATES
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Figure 1.40

Problem 1.39 Compute the divergence of the function

Figure 1.41

v = (rcose) r + (r sine)O + (r sine cos¢)¢.

Check the divergence theorem for this function, using as your volume the inverted hemispher-
ical bowl of radius R, resting on the xy plane and centered at the origin (Fig. 1.40).

Problem 1.40 Compute the gradient and Laplacian of the function T = r(cos e+ sinecos ¢).
Check the Laplacian by converting T to Cartesian coordinates and using Eq. 1.42. Test the
gradient theorem for this function, using the path shown in Fig. 1.41, from (0, 0, 0) to (0, 0, 2).

1.4.2 Cylindrical Coordinates

The cylindrical coordinates (s, ¢, z) of a point P are defined in Fig. 1.42. Notice that ¢
has the same meaning as in spherical coordinates, and z is the same as Cartesian; s is the
distance to P from the z axis, whereas the spherical coordinate r is the distance from the
origin. The relation to Cartesian coordinates is

x = s cos¢, y = s sin¢, Z = z. (1.74)

The unit vectors (Prob. 1.41) are

S cos ¢ X+ sin ¢ y, )- sin ¢ x+ cos ¢ y, (1.75)
z z.

The infinitesimal displacements are

d!.,. =ds, di¢ = sd¢, diz = dz, (1.76)

Fig. 5: c© D. J. Griffiths
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Exercice 0.28

(a) En coordonnées cylindriques, exprimez les vecteurs unitaires r̂, θ̂ et ẑ en fonction de x̂, ŷ
et ẑ. Vérifiez que les vecteurs (r̂, θ̂, ẑ) définissent bien une base orthonormée directe.

(b) Déterminez les formules inverses, c’est-à-dire exprimez x̂, ŷ et ẑ en fonction de r̂, θ̂ et ẑ.

Exercice 0.29

(a) Calculez la divergence de la fonction v = r(2 + sin2 θ) r̂ +
r sin θ cos θ θ̂ + 3z ẑ en coordonnées cylindriques.

(b) Vérifiez le théorème de la divergence pour cette fonction, en
utilisant le quart de cylindre de la Fig. 6.

(c) Calculez le rotationnel de v.

1.5. THE DIRACDELTA FUNCTION 45
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Figure 1.43

Problem 1.42

y

Figure 1.44

(a) Find the divergence of the function

v = s(2 + sin2 ¢)s + s sin¢cos¢ i> + 3z Z.

(b) Test the divergence theorem for this function, using the quarter-cylinder (radius 2, height
5) shown in Fig. 1.43.

(c) Find the curl of v.

1.5 The Dirac Delta Function

1.5.1 The Divergence of r/ r 2
Consider the vector function

I A

v= "2r.r
(1.83)

At every location, v is directed radially outward (Fig. 1.44); if ever there was a function that
ought to have a large positive divergence, this is it. And yet, when you actually calculate
the divergence (using Eq. 1.71), you get precisely zero:

(1.84)

(You will have encountered this paradox already, if you worked Prob. 1.l6.) The plot
thickens if you apply the divergence theorem to this function. Suppose we integrate over a
sphere of radius R, centered at the origin (Prob. 1.38b); the surface integral is

fV.da = !(;2r).(R2Sineded¢r)
(I n

sin ede) (1 2n

d¢) = 4Jr. (1.85)

Fig. 6: c© D. J. Griffiths

6




