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Exercice 1

Soit un lagrangien L(q, q̇, t) d’un système à un degré de liberté, que l’on décrit grâce à la
coordonnée généralisée q. Montrez que L(q, q̇, t) est défini
(i) à une constante additive C près ;
(ii) à une constante multiplicative α près ;
(iii) à une dérivée totale par rapport au temps t d’une fonction scalaire f(q, t) ne dépendant

que de q et t (et pas de q̇).

Exercice 2

On considère le système de la Fig. 1 : une particule ponctuelle de masse m, dans le champ de
gravitation (selon −ẑ, accélération de la pesanteur : g), est contrainte de se déplacer à l’intérieur
d’un cône de révolution de demi-angle α. Dans tout l’exercice, on néglige la friction entre la
particule ponctuelle et le cône.
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Figure 1

(a) On décrit le mouvement de la particule à l’aide de coordonnées cylindriques (r, θ, z) (voir
Fig. 1). Exprimez la contrainte qui relie z à r.

(b) En déduire une expression du lagrangien L en fonction des coordonnées généralisées r et θ. 1

1. On rappelle l’expression de la vitesse en coordonnées cylindriques : v = ṙ r̂ + rθ̇ θ̂ + ż ẑ.
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(c) Déterminez les deux équations du mouvement. L’une-d’elle exprime une loi de conservation.
Laquelle ? Montrez que la quantité conservée correspond au moment cinétique L selon z.
À l’aide de la loi de conservation, démontrez que l’équation du mouvement pour la seule
variable r est donnée par

r̈ − L2 sin2 α

m2r3
+ g sinα cosα = 0. (1)

(d) À l’aide de l’Eq. (1), montrez qu’un mouvement circulaire tel que r = r0 = constante est
stable.

Exercice 3

On considère la machine d’Atwood de la Fig. 2, constituée de trois masses ponctuelles m, 2m
et 3m reliées via des poulies par un câble non-élastique. On néglige dans la suite la masse des
poulies, ainsi que celle du câble. Soient x et y les hauteurs respectivement des masses de gauche
(m) et de droite (3m) par rapport à la situation où les trois masses sont à la même altitude.
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Section 6.6: Noether’s theorem

6.9. Atwood’s machine **
Consider the Atwood’s machine shown in Fig. 6.13. The masses are

x y
4m 3m m

Fig. 6.13

4m, 3m, and m. Let x and y be the heights of the left and right masses,
relative to their initial positions. Find the conserved momentum.

Section 6.7: Small oscillations

6.10. Hoop and pulley **
A mass M is attached to a massless hoop of radius R that lies in a vertical
plane. The hoop is free to rotate about its fixed center. M is tied to a
string which winds part way around the hoop, then rises vertically up
and over a massless pulley. A mass m hangs on the other end of the string
(see Fig. 6.14). Find the equation of motion for the angle of rotation of

R
M

m

Fig. 6.14
the hoop. What is the frequency of small oscillations? Assume that m
moves only vertically, and assume M > m.

6.11. Bead on a rotating hoop **
A bead is free to slide along a frictionless hoop of radius R. The hoop
rotates with constant angular speed ω around a vertical diameter (see
Fig. 6.15). Find the equation of motion for the angle θ shown. What are
the equilibrium positions? What is the frequency of small oscillations
about the stable equilibrium? There is one value of ω that is rather
special; what is it, and why is it special?
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Fig. 6.15 6.12. Another bead on a rotating hoop **
A bead is free to slide along a frictionless hoop of radius r. The plane of
the hoop is horizontal, and the center of the hoop travels in a horizontal
circle of radius R, with constant angular speed ω, about a given point
(see Fig. 6.16). Find the equation of motion for the angle θ shown. Also,
find the frequency of small oscillations about the equilibrium point.R

(top view)
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Fig. 6.16

6.13. Mass on a wheel **
A mass m is fixed to a given point on the rim of a wheel of radius R that
rolls without slipping on the ground. The wheel is massless, except for
a mass M located at its center. Find the equation of motion for the angle
through which the wheel rolls. For the case where the wheel undergoes
small oscillations, find the frequency.

6.14. Pendulum with a free support **

M

l

m

Fig. 6.17

A mass M is free to slide along a frictionless rail. A pendulum of length ℓ
and mass m hangs from M (see Fig. 6.17). Find the equations of motion.
For small oscillations, find the normal modes and their frequencies.
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Figure 2

(a) Exprimez la contrainte sur l’altitude z de la masse du milieu (2m) en fonction de x et y.

(b) Déterminez le lagrangien du système en fonction des deux coordonnées généralisées x et y.

(c) Par quelle transformation infinitésimale le lagrangien de la question précédente est-il inva-
riant ?

(d) En déduire le moment conservé P (x, y, ẋ, ẏ) du système.

Exercice 4

On rappelle que la propagation des rayons lumineux obéit aux deux règles suivantes :
• Soit un rayon passant par deux points A et B. Parmi tous les rayons possibles passant

par A et B, le rayon effectivement suivi est celui qui minimise le temps de parcours des
photons entre A et B (Principe de Fermat).
• La vitesse de propagation de la lumière dans un milieu transparent d’indice de réfraction
n est c/n, où c est la vitesse de la lumière dans le vide.

On considère dans la suite un repère orthonormée (Oxyz) où l’altitude z = 0 est au niveau
du sol. Soient deux points A(−`/2, 0, h) et B(+`/2, 0, h), tous deux situés à la même altitude
h > 0 au-dessus du sol et séparés d’une distance `. On admet qu’un rayon lumineux passant par
A et B se décrit par une fonction z = z(x) pour −`/2 6 x 6 +`/2. On suppose que l’air est
un milieu d’indice n(z) = 1 + αz, où α est une constante positive (cette formule ne s’appliquant
que pour des valeurs limitées de z). Ceci est dû à une stratification en température (et donc en
densité) de l’air au voisinage du sol.
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(a) Justifiez que le rayon lumineux passant effectivement par A et B minimise l’« action »

T [z(x)] =
1

c

∫ +`/2

−`/2
dx
√

1 + z′2 (1 + αz) , (2)

où z′ = dz/dx.
(b) Quel est le « lagrangien » L de ce système ? Calculez la fonction « énergie » E associée à ce

lagrangien. 2 Est-elle conservée et pourquoi ?
(c) Déduire de la question précédente que les rayons lumineux qui extêmisent le temps T donné

à l’Eq. (2) sont de la forme 3

z(x) =
1

β
cosh (β[x− x0])− 1

α
,

où β et x0 sont des constantes.
(d) Montrez que x0 = 0. Trouvez une relation entre β et h.
(e) (Question bonus)

(i) Tracez l’allure de la fonction cosh(x/2)/x pour x > 0.
(ii) Le point remarquable de cette courbe a pour coordonnées (2.4, 0.754). En déduire que

pour α et h fixés tel que h + 1/α > 0, il y a une valeur maximale de la distance `
au-delà de laquelle il n’existe pas de rayon passant par A et B.

(iii) Tracez l’allure d’un rayon passant par A et B. En quoi ce résultat peut-il expliquer le
phénomène de mirage chaud que l’on peut parfois observer dans le désert ?

Exercice 5

On considère un oscillateur harmonique de masse m dont la fréquence

ω(t) = ω0 [1 + η sin (Ωt)]

est modulée périodiquement en temps à une fréquence Ω, avec ω0 la fréquence propre de l’oscil-
lateur en l’absence de modulation, et où le paramètre sans dimension η mesure l’intensité de la
modulation. Dans toute la suite de l’exercice, on suppose que η � 1. Le lagrangien du système
dépend donc du temps t, et s’écrit

L(q, q̇, t) =
m

2
q̇2 − m

2
ω2(t)q2, (3)

avec q la coordonnée généralisée décrivant le mouvement de l’oscillateur.

(a) Déterminez le moment p conjugué à q. Montrez que le hamiltonien du système s’écrit

H(t) =
p2

2m
+
m

2
ω2(t)q2. (4)

(b) On introduit les nouvelles variables

z =
1√
2i

(
√
mω0 q +

i p
√
mω0

)
,

z̄ =
1√
2i

(
√
mω0 q −

i p
√
mω0

)
.

Montrez que z̄ et z sont des variables conjuguées.
(c) Exprimez le hamiltonien (4) en fonction de z et z̄ au premier ordre en η � 1.

2. On rappelle que l’on définit dans le cas général E =
∑

i
∂L
∂q̇i

q̇i − L.
3. Indication : On utilisera un changement de variables adaptées et le fait que cosh2 u− sinh2 u = 1.
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(d) En déduire que les équations du mouvement sont données par

ż = −iω0 [1 + η sin (Ωt)] z − iω0η sin (Ωt) z̄, (5a)
˙̄z = +iω0 [1 + η sin (Ωt)] z̄ + iω0η sin (Ωt) z. (5b)

(e) (Question bonus) On introduit les nouvelles variables Z(t) et Z̄(t) via la transformation

z(t) = exp

(
−iω0

∫ t

0
ds [1 + η sin (Ωs)]

)
Z(t),

z̄(t) = exp

(
+iω0

∫ t

0
ds [1 + η sin (Ωs)]

)
Z̄(t).

(i) Montrez que les Eqs. (5) se transforment, au premier ordre en η, en

Ż = −i ηω0 sin (Ωt) e+2iω0tZ̄, (6a)
˙̄Z = +i ηω0 sin (Ωt) e−2iω0tZ, (6b)

(ii) Dans le cas où Ω ' 2ω0, on peut retenir dans les équations ci-dessus seulement les
termes « résonants » ∝ e±i (Ω−2ω0)t. Montrez que dans cette limite, les Eqs. (6) se
découplent et que

Z̈ + i (Ω− 2ω0) Ż −
(ηω0

2

)2
Z = 0 (7)

(iii) Quelle est la forme de la solution générale de l’Eq. (7) ? En particulier, que se passe-
t’il pour le mouvement de l’oscillateur lorsque |Ω − 2ω| < ηω0 ? À quelle condition le
phénomène d’amplification paramétrique a-t’il lieu ?
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