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Travaux dirigés de mécanique hamiltonienne

1 Retour sur la notion d’énergie

On considère le lagrangien à une dimension

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − V (x), (1)

où x est une coordonnée cartésienne, et V (x) un potentiel quelconque.

(a) Soit une autre coordonnée généralisée q = q(x, t) dépendante de x et du temps t. De façon
équivalente, cela signifie que x dépend de q et de t, c’est-à-dire x = x(q, t). Montrez alors
que le lagrangien (1), exprimé en fonction des variables (q, q̇, t), entrâıne que la quantité

E =
∂L
∂q̇
q̇ − L

s’exprime comme

E = T + V −m
[
∂x

∂q

∂x

∂t
q̇ +

(
∂x

∂t

)2
]

et ne correspond donc pas à l’énergie T + V .

(b) On considère maintenant la quantité

E =
∂L
∂ẋ

ẋ− L.

Vérifiez que E = T+V . Montrez que le fait que E soit une quantité conservée est compatible
avec l’équation d’Euler–Lagrange.

2 Équations de Hamilton

Exercice 1

(a) On considère une fonction f(q, p, t) de la coordonnée généralisée q, du moment conjugué p
et du temps t. À l’aide des équations de Hamilton, montrez que

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H} ,

où H(q, p) est le hamiltonien du système, et où l’on a défini les crochets de Poisson 1

{f1, f2} =
∂f1
∂q

∂f2
∂p
− ∂f1

∂p

∂f2
∂q

.

En déduire que si f ne dépend pas explicitement du temps, la condition pour que f soit
conservée s’écrit {f,H} = 0.

(b) Soient f , g, h, f1, et f2 des fonctions de (q, p, t). Démontrez les propriétés suivantes des
crochets de Poisson :

(i) {f, g} = −{g, f}
(ii) {f, c} = 0, avec c une constante

1. Pour un système décrit par N coordonnées généralisées, on a {f1, f2} =
∑N

i=1

(
∂f1
∂qi

∂f2
∂pi
− ∂f1

∂pi

∂f2
∂qi

)
.
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(iii) {f1 + f2, g} = {f1, g}+ {f2, g}
(iv) {f1f2, g} = f1{f2, g}+ {f1, g}f2
(v) ∂t{f, g} = {∂tf, g}+ {f, ∂tg}

(vi) {f, q} = −∂pf
(vii) {f, p} = ∂qf

(viii) {q, q} = {p, p} = 0, {q, p} = 1

(ix) {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (identité de Jacobi)

(c) Soient f et g deux fonctions de (q, p, t). Démontrez le théorème de Poisson, qui stipule que
si f et g sont conservées, alors {f, g} l’est également. Dans un premier temps, on pourra
supposer que f et g ne dépendent pas explicitement du temps. On démontrera ensuite le
théorème dans le cas général.

(d) Calculez les crochets de Poissons des trois composantes du moment cinétique L = r× p.

Exercice 2

Montrez que pour un système à N degrés de liberté (q1, . . . , qN ; p1, . . . , pN ) caractérisé par le
hamiltonien H, les 2N équations de Hamilton s’écrivent

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, avec 1 6 i 6 N.

Exercice 3

On considère la machine d’Atwood de la Fig. 1 constituée de deux
masses ponctuelles m1 et m2 reliées via une poulie par un fil non-
élastique. On néglige dans la suite la masse de la poulie, ainsi que
celle du fil. Soit x la position verticale de la masse de gauche, en
orientant l’axe vers le haut.

(a) Montrez que le hamiltonien s’écrit en terme de x et de son
moment conjugué p comme

H =
p2

2(m1 +m2)
+ (m1 −m2)gx,

où g est l’accélération de la pesanteur.

(b) En déduire les équations de Hamilton. Vérifiez que celles-ci sont
équivalentes à l’équation d’Euler–Lagrange.
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6.33. Second-order change *
Let xa(t) ≡ x0(t) + aβ(t). Equation (6.19) gives the first derivative of
the action with respect to a. Show that the second derivative is

d2

da2 S[xa(t)] =
∫ t2

t1

(
∂2L
∂x2 β

2 + 2
∂2L
∂x∂ ẋ

ββ̇ + ∂2L
∂ ẋ2 β̇

2
)

dt. (6.96)

6.34. ẍ dependence *
Assume that there is ẍ dependence (in addition to x, ẋ, t dependence) in
the Lagrangian in Theorem 6.1. There will then be the additional term
(∂L/∂ ẍa)β̈ in Eq. (6.19). It is tempting to integrate this term by parts
twice, and then arrive at a modified form of Eq. (6.22):

∂L
∂x0
− d

dt

(
∂L
∂ ẋ0

)
+ d2

dt2

(
∂L
∂ ẍ0

)
= 0. (6.97)

Is this a valid result? If not, where is the error in the reasoning?

Section 6.3: Forces of constraint

6.35. Constraint on a circle *
A bead of mass m slides with speed v around a horizontal hoop of
radius R. What force does the hoop apply to the bead? (Ignore gravity.)

6.36. Atwood’s machine *
Consider the standard Atwood’s machine in Fig. 6.31, with masses m1

m1 m2

Fig. 6.31

and m2. Find the tension in the string.

6.37. Cartesian coordinates **
In Eq. (6.35), take two time derivatives of the

√
x2 + y2 − R = 0

equation to obtain

R2(xẍ + yÿ) + (xẏ − yẋ)2 = 0, (6.98)

and then combine this with the other two equations to solve for F in terms
of x, y, ẋ, ẏ. Convert the result to polar coordinates (with θ measured
from the vertical) and show that it agrees with Eq. (6.32).

6.38. Constraint on a curve ***
Let the horizontal plane be the x-y plane. A bead of mass m slides with
speed v along a curve described by the function y = f (x). What force
does the curve apply to the bead? (Ignore gravity.)

Figure 1

Exercice 4

On considère la machine d’Atwood de la Fig. 2. Soient x et y les
positions verticales respectives de la masse du milieu et de celle de
droite (on oriente l’axe vers le haut).

(a) Montrez que le hamiltonien s’écrit en terme de x, y, et de leurs
moments conjugués respectifs px et py, comme

H =
1

14m

(
5p2x − 2pxpy + 3p2y

)
+mgy.

(b) En déduire les quatre équations de Hamilton. Vérifiez que
celles-ci sont équivalentes aux équation d’Euler–Lagrange.
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by adding to L the time derivative of an arbitrary function F (q, t) depending
on q and t (but not q̇),

L0(q, q̇, t) ¥ L(q, q̇, t) +
dF (q, t)

dt
, (15.104)

then L0 has the same equation of motion.16

15.6. Atwood’s 1 *

Consider the Atwood’s machine shown in Fig.15.23. Let x be the vertical posi-

m1 m2

Figure 15.23
tion of the left mass, with upward taken to be positive. Find the Hamiltonian
in terms of x and its conjugate momentum, and then write down Hamilton’s
equations.

15.7. Atwood’s 2 **

Consider the Atwood’s machine shown in Fig.15.24. Let x and y be the vertical2m

m 2m

Figure 15.24

positions of the middle mass and right mass, respectively, with upward taken
to be positive. Find the Hamiltonian in terms of x and y and their conjugate
momenta, and then write down the four Hamilton’s equations.

15.8. Two masses and a spring **

Two beads of mass m are connected by a spring (with spring constant k and
relaxed length `) and are free to move along a frictionless horizontal wire. Let
the position of the left bead be x, and let the stretch of the spring (relative
to equilibrium) be z. Find the Hamiltonian in terms of x and z and their
conjugate momenta, and then write down the four Hamilton’s equations. (See
Exercise 15.28 for a slightly easier variation of this problem.)

15.9. y = f(x) constraint **

A particle of mass m is constrained to move on a curve whose height is given by
the function y = f(x). Find the Hamiltonian in terms of x and its conjugate
momentum, and then write down Hamilton’s equations. Show that the ṗ =
°@H/@x equation reproduces the E-L equation.

15.10. Spring and moving wall **

A mass m is connected to a wall by a horizontal spring with spring constant
k and relaxed length `0. The wall is arranged to move back and forth with
position Xwall = A sin!t. Let z measure the stretch of the spring. Find the
Hamiltonian in terms of z and its conjugate momentum, and then write down
Hamilton’s equations. Is H the energy? Is H conserved? (See Exercise 15.26
for a slightly easier variation of this problem.)

15.11. Bead on a rotating hoop **

A bead is free to slide along a frictionless hoop of radius R. The hoop rotates
with constant angular speed ! around a vertical diameter (see Fig.15.25). Find

R

ω

θ

Figure 15.25

the Hamiltonian in terms of the angle µ shown and its conjugate momentum,
and then write down Hamilton’s equations. Is H the energy? Is H conserved?

Section 15.3: Legendre transforms
16This problem probably belongs in Chapter 6, since it deals only with Lagrangians. However,

the existence of equivalent Lagrangians of the form in Eq. (15.104) is the basis of the so-called
canonical transformations which lead to the Hamilton-Jacobi extension of Hamiltonian mechanics.

Figure 2
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Exercice 5

Une masse ponctuelle m est connectée à un mur par un ressort horizontal (constante de raideur
k, longueur au repos `). Le mur, dont la position est donnée par X(t) = X0 sin (ωt), est tel qu’il
a un mouvement sinusöıdale de gauche à droite. Dans la suite, on appelera z l’élongation du
ressort par rapport à l’équilibre et p le moment conjugué à z.

(a) Montrez que le hamiltonien du système est

H =
p2

2m
−X0ω cos (ωt)p+

1

2
kz2.

(b) Écrire les équations de Hamilton. En déduire l’équation du mouvement.

(c) Dans ce problème, est-ce que H correspond à l’énergie du système ? Est-ce que H est
conservé ?

Exercice 6

Une perle de masse m est libre de glisser sans frottement sur un
cerceau de rayon R dans le champ gravitationnel (accélération de
la pesanteur g). Le cerceau est en rotation autour d’un axe vertical
avec une vitesse angulaire ω constante, comme le montre la Fig. 3.

(a) Montrez que le hamiltonien s’exprime en fonction de θ (voir
figure) et de son moment conjugué p comme

H =
p2

2mR2
− 1

2
mR2ω2 sin2 θ −mgR cos θ.

(b) Écrire les équations de Hamilton. En déduire l’équation du
mouvement.

(c) Dans ce problème, est-ce que H correspond à l’énergie du
système ? Est-ce que H est conservé ?
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Section 6.6: Noether’s theorem

6.9. Atwood’s machine **
Consider the Atwood’s machine shown in Fig. 6.13. The masses are

x y
4m 3m m

Fig. 6.13

4m, 3m, and m. Let x and y be the heights of the left and right masses,
relative to their initial positions. Find the conserved momentum.

Section 6.7: Small oscillations

6.10. Hoop and pulley **
A mass M is attached to a massless hoop of radius R that lies in a vertical
plane. The hoop is free to rotate about its fixed center. M is tied to a
string which winds part way around the hoop, then rises vertically up
and over a massless pulley. A mass m hangs on the other end of the string
(see Fig. 6.14). Find the equation of motion for the angle of rotation of

R
M

m

Fig. 6.14
the hoop. What is the frequency of small oscillations? Assume that m
moves only vertically, and assume M > m.

6.11. Bead on a rotating hoop **
A bead is free to slide along a frictionless hoop of radius R. The hoop
rotates with constant angular speed ω around a vertical diameter (see
Fig. 6.15). Find the equation of motion for the angle θ shown. What are
the equilibrium positions? What is the frequency of small oscillations
about the stable equilibrium? There is one value of ω that is rather
special; what is it, and why is it special?

R
u

Fig. 6.15 6.12. Another bead on a rotating hoop **
A bead is free to slide along a frictionless hoop of radius r. The plane of
the hoop is horizontal, and the center of the hoop travels in a horizontal
circle of radius R, with constant angular speed ω, about a given point
(see Fig. 6.16). Find the equation of motion for the angle θ shown. Also,
find the frequency of small oscillations about the equilibrium point.R

(top view)

r
u

v

Fig. 6.16

6.13. Mass on a wheel **
A mass m is fixed to a given point on the rim of a wheel of radius R that
rolls without slipping on the ground. The wheel is massless, except for
a mass M located at its center. Find the equation of motion for the angle
through which the wheel rolls. For the case where the wheel undergoes
small oscillations, find the frequency.

6.14. Pendulum with a free support **

M

l

m

Fig. 6.17

A mass M is free to slide along a frictionless rail. A pendulum of length ℓ
and mass m hangs from M (see Fig. 6.17). Find the equations of motion.
For small oscillations, find the normal modes and their frequencies.

Figure 3

3 Transformations de Legendre

Déterminez la transformée de Legendre de la fonction F (x) = xn. Vérifiez que dG(s)/ds = x.

4 Transformations canoniques

Exercice 1

On considère deux oscillateurs harmoniques couplés, dont le hamiltonien s’écrit

H =
p21
2m

+
p22
2m

+
1

2
mω2x21 +

1

2
mω2x22 +

1

4
mΩ2(x1 − x2)2.

(a) Montrez que la transformation

X =
x1 + x2√

2
, P =

p1 + p2√
2

, Y =
x1 − x2√

2
, Q =

p1 − p2√
2

est canonique.

(b) Exprimez le hamiltonien dans ces nouvelles variables.

(c) Déterminez les fréquences propres du système couplé.

(d) En déduire la forme générale du mouvement x1(t), x2(t).
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Exercice 2

On considère un oscillateur harmonique à une dimension, de hamiltonien

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2,

où x et p sont des variables conjuguées.

(a) On pose x = X/
√
mω et p =

√
mωP . Exprimez le hamiltonien en fonction de X et P , et

calculez le crochet de Poisson {X,P}.
(b) On introduit les fonctions a et a∗ (complexe conjugée de a), définies par

a =
X + iP√

2
, a∗ =

X − iP√
2

.

Exprimez le hamiltonien en fonction de a, a∗, et ω.

(c) Calculez le crochet de Poisson {a, a∗}.
(d) Écrivez l’équation d’évolution dans le temps de a et donnez sa solution générale. Exprimez

l’énergie E de l’oscillateur à partir des paramètres de cette solution et de ω.

(e) On suppose que l’énergie de l’oscillateur est nulle pour t 6 0. Entre t = 0 et t = T , on ap-
plique à cet oscillateur une force dérivant de l’énergie potentielle V (x, t) =

√
2mωbx sin (Ωt).

Calculez l’énergie de l’oscillateur pour t > T . Discutez de la dépendance en Ω de votre
résultat.

Figures du TD : c© D. Morin
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