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Travaux dirigés de mécanique lagrangienne

1 Equations d’Euler—Lagrange

Exercice 1

Un pendule est constitué d’'une masse m ponctuelle et d’une tige -—
rigide de longueur [. Le support du pendule oscille horizontalement,
avec une position donnée par zs(t) = zg cos (wt) (voir Fig. 1). On
cherche dans cet exercice a déterminer I’angle 0(t) que fait le pen-
dule avec la verticale.

[

(a) Ecrire le lagrangien du systéme.
(b) En déduire 1’équation du mouvement. m
(c) Résoudre cette équation dans la limite § < 1. On posera comme

conditions initiales (0) = 6y et 6(0) = 6. FIGURE 1
Exercice 2
Un bloc de masse m est maintenu immobile sur un plan incliné de
masse M et d’angle d’inclinaison 6 (voir Fig. 2). Le plan incliné est
initialement au repos sur une surface horizontale. Dans la suite, on | v
néglige toutes forces de friction entre le bloc et le plan incliné, et P
le plan incliné et la surface horizontale. On lache alors le bloc. On
cherche dans cet exercice a déterminer 1’accélération horizontale du
plan incliné. FIGURE 2

(a) Soient z7 la coordonnée horizontale du plan incliné (avec x; > 0 vers la gauche) et z2 la
coordonnée horizontale du bloc (avec 2 > 0 vers la droite). Montrez que la distance verticale
dont tombe le bloc est (1 + x2) tan 6.

(b) Déterminez ’énergie cinétique T et 1’énergie potentielle V' du systéme total (bloc + plan
incliné). En déduire le lagrangien £ du systéme.

(c) A Daide des équations d’Euler-Lagrange, déterminez les équations du mouvement du systeme.
(d) En déduire l'accélération horizontale #; du plan incliné.

(e) Pour m et M donnés, quel est 'angle 6y qui maximise #; 7 Discutez les cas limites m < M
et m > M.

Exercice 3

Deux tiges sans masse de longueur 2r, chacune ayant une masse m
fixée en leurs milieux, sont reliées par un bras articulé. L’une des
tiges se situe au-dessus de 'autre, comme le montre la Fig. 3. La
tige du dessous est elle-méme reliée au sol par un bras articulé. Les
deux tiges sont maintenues de telle sorte que la tige du bas soit
verticale, alors que celle du haut forme un angle € avec la verticale.
Les tiges sont alors lachées. A cet instant, on cherche a déterminer
les accélérations angulaires des deux tiges. On se placera dans la
limite ol € < 1.

FIGURE 3

(a) Soient 0; (f2) I'angle que forme la tige du bas (du haut) avec la verticale juste apres le
lacher. Déterminez les positions (en coordonnées cartésiennes) des deux masses.

(b) En déduire 1’énergie potentielle du systeme.



(¢) Quelle est I’énergie cinétique de la masse du bas? Du haut ?
(d) En supposant que #; < 1 et 3 < 1, montrez que le lagrangien du systeme s’écrit
Lo o (ep2 i 0 12 30 1
L= Smr (591 46165 + 92) —mgr (4— 503 —563).

(e) Ecrire les équations du mouvement et en déduire 6, et 6y juste apres le lacher.

2 Principe d’action stationnaire

Exercice 1

On considere 'action S, d’'un temps ¢t = 0 a ¢ = 1, d’une masse ponctuelle m dans le champ
gravitationnel, initialement au repos et lachée a 'instant initial de 'origine du repere. On néglige
les frottements. D’apres les équations d’Euler—Lagrange, nous savons que la trajectoire de la
masse, donnée par y(t) = —gt?/2, ou g est I'accélération de la pesanteur, correspond & une
valeur stationnaire de I’action. Montrez que la fonction y(t) = —gt2/2 + et(t — 1) donne une
action qui n’a pas de dépendance linéaire en e.

Exercice 2

On lance en lair (vers le haut) un ballon (considéré comme une masse ponctuelle m) et I'on
suppose que la trajectoire est de la forme z(t) = ast® + a1t + ag. On néglige tout frottement de
Pair.

(a) En supposant que z(0) = z(T') = 0, montrez que z(t) = a(t?> — Tt).

(b) Calculez I'action entre les instants ¢ = 0 et t = T, et montrez que celle-ci est minimale
lorsque as = —g/2, ou g est 'accélération de la pesanteur.

Exercice 3

Démontrez que pour une masse ponctuelle m lancée en l'air, la valeur stationnaire de ’action
correspond toujours a un minimum.

3 Forces de contrainte

Exercice 1

Une particule ponctuelle de masse m glisse sans frottement sur un plan incliné faisant un angle 6

avec I’horizontal. Déterminez, grace a la méthode vue en cours, la force de contrainte F' qu’exerce

le plan incliné sur la particule, de deux fagons différentes :

(a) en utilisant les coordonnées généralisées le long du plan incliné (w) et perpendiculaire au
plan (2);

(b) en utilisant les coordonnées cartésiennes horizontale () et verticale (y).

Exercice 2

Une perle de masse m glisse sans frottement avec une vitesse v le long d’un cerceau de rayon R.
En ignorant le champ de pesanteur, déterminez la force de contrainte qu’exerce le cerceau sur
la perle.



Exercice 3

On considere la machine d’Atwood de la Fig. 4 constituée de deux
masses ponctuelles mq et mq reliées via une poulie par un fil non-
élastique. On néglige dans la suite la masse de la poulie, ainsi que
celle du fil. Déterminez la tension F' qu’exercent les deux masses
sur le fil.

my nmp

FIGURE 4

4 Théoreme de Noether

Exercice 1

On considere la machine d’Atwood de la Fig. 5 constituée de trois

masses ponctuelles 4m, 3m et m reliées via des poulies par un cable

non-élastique. On néglige dans la suite la masse des poulies, ainsi x y
que celle du cable. am 3m "

FIGURE 5

(a) Soient z et y les hauteurs respectivement des masses de gauche et de droite par rapport
a leurs positions initiales. En vous aidant des contraintes, montrez que le lagrangien du
systeme peut s’écrire comme

7
L= §mdv2 + 3miy + 2my® — mg(z — 2y),
ou g est 'accélération de la pesanteur.
(b) Par quelle transformation infinitésimale le lagrangien ci-dessus est-il invariant ?

En déduire le moment conservé P du syteme.

—
o
~

(d) Vérifiez votre résultat a l'aide des équations d’Euler-Lagrange.

Exercice 2

On considere la machine d’Atwood de la Fig. 6 constituée de trois
masses ponctuelles 4m, 5m et 3m. En utilisant le théoreme de Noe- 4m
ther, déterminez le moment conservé du systeme.

X y
Sm 3m
FIGURE 6
5 Petites oscillations
Exercice 1
G>o
Une perle de masse m est libre de glisser sans frottement sur un
cerceau de rayon R dans le champ gravitationnel (accélération de
la pesanteur g). Le cerceau est en rotation autour d’un axe vertical
avec une vitesse angulaire w constante, comme le montre la Fig. 7. .
FIGURE 7



(a) Montrez que I’équation du mouvement pour l’angle 6 (voir Fig. 7) s’écrit
RO = Rw?sin 6 cos 0 — gsin 6.

(b) Déterminez les positions d’équilibre stable de la perle.

Exercice 2

On considere le systeme de la Fig. 8 : un pendule, constitué d’une
tige rigide de longueur ! dont on néglige la masse, et d’'une masse
ponctuelle m, est accroché a un support de masse M libre de glisser
sans frottement sur un rail horizontal.

(a) Montrez que les équations du mouvement sont

(M + m)i + mif cos @ — mlf?sinf = 0,
10 + Zcos @ + gsinf = 0.

(b) Résoudre les équations du mouvement dans la limite des petits FIGURE 8
angles (0 < 1).

6 Autres applications du principe variationnel

Exercice 1

Montrez, grace a un principe variationnel, que le chemin le plus court entre deux points situés
dans un plan est la ligne droite.

Exercice 2

Supposons que la vitesse de la lumiere se propageant dans un certain
matériau en forme de plaque soit proportionnelle & la hauteur au-
dessus de la base de la plaque. Montrez que la lumiére se propage en /_\
arc de cercle dans ce matériau (voir Fig. 9). Pour cela, vous utiliserez
le principe de Fermat, qui stipule que la lumieére se propage d’un

point & un autre sur des trajectoires telles que la durée du parcours
soit minimale.

FIGURE 9

Exercice 3

On considere le probleme de la courbe brachistochrone suivant :
une perle dans le champ de pesanteur, initialement au repos, est N
lachée de 'origine du repere cartésien le long d’un fil (on négligera
le frottement) jusqu’a un certain point de 'espace (x¢, yf), comme
le montre la Fig. 10. On cherche a déterminer la forme que ’on doit
donner au fil afin que la perle atteigne le point final en un temps y
minimal.

FiGURrE 10

(a) On paramétrise la courbe avec la fonction y(x), avec les y positifs pointant vers le bas,
comme sur la Fig. 10. En vous aidant de la conservation de I’énergie, montrez que la vitesse
de la perle est donnée par v = /2gy.

B

, avec y' = dy/dx et ou B est

(b) Montrez que y(x) obéit & I'équation différentielle 1 + "2 =
une constante.

¢) En déduire que z et y peuvent s’écrire sous forme paramétrique comme z(0) = £ (9 — sin ),
2
y(0) = Z (1 — cos ). Quelle est cette courbe paramétrique ?
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