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Modele simple a deux particules

On considére un modele trés simple ot deux particules se trouvent a la température T dans
une boite contenant deux compartiments. On note r; la position de la i particule (i = 1,2) qui
prend la valeur —1 si la particule est dans le compartiment de gauche et la valeur +1 si elle
est a droite. On note —A; I’énergie de la particule i si elle est dans le compartiment de gauche
et +A,; si elle est a droite, avec A; > 0. Finalement on considere que si les deux particules sont
du méme c6té on gagne 1'énergie x > 0.

1 Position moyenne des particules

1/ Justifier que I'énergie du systeme s’écrit H = Ary + Axrp — k04, 1,, OU 6y, r, €st le symbole
de Kroenecker.

2/ Donner qualitativement I'état du systéeme (i) a T = 0 et (ii) T — H-oo.

3/ Donner les différents états microscopiques du systéme et en déduire 'expression de la
fonction de partition Z du systéeme.

4/ Montrer que I’énergie libre du systéme a pour expression
F= —kTIn2 — ksTIn (eﬂ'f cosh (B[A1 + As]) + cosh (B[A1 — Az])),

ot B = 1/ksT.

5/ Montrer que la valeur moyenne (r;) de la position de la particule i s"écrit
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]

6/ Calculer explicitement (r1) et (r2) dans le cas out Ay = Ay = A. Tracer l'allure des courbes
(r;) en fonction de BA et commenter physiquement votre résultat.

2 Fonction de corrélation

1/ Question de cours : Rappeler la définition de la fonction de corrélation des positions pour
un fluide classique. Quelle est son allure dans le cas d'un gaz, d"un liquide et d’un solide ?
Comment peut-on déterminer expérimentalement cette fonction ?

2/ On s’intéresse aux corrélations entre les deux particules. Pour cela on définit la fonction
de corrélation G (1,2) = (rirp) — (r1)(r2). Commenter cette définition et montrer que

1 9%F

G?(1,2) = _Bm

3/ Calculer explicitement G(?)(1,2) dans le cas ott A; = Ay = A. Quelle est la valeur de
G®@)(1,2) pour x = 0. Commenter.



3 Energie interne et capacité calorifique

1/ Question de cours : Rappeler la définition de la capacité calorifique C d'un systéme. Com-
ment se comporte-t-elle dans une transition de phase du premier ordre et du deuxiéme
ordre ? Essayer de donner une image physique intuitive de ce résultat.

2/ Montrer que I’énergie interne du systeme se met sous la forme

U(T) _ (Al — Az) sinh [ﬁ (Al — Az)] + ePr {K cosh [‘B (A] + Az)] + (Al + Az) sinh [‘B (A1 + Az)]} .

cosh [B (A1 — Az)] + ef* cosh [B (A1 + A2)]

On cherche a étudier le comportement de la capacité calorifique C du systéme en fonction
de la température. L'expression précédente étant complexe on va commencer par s’intéresser
a deux cas limites (A1 = Ay = A,k =0)et (A1 = A, =0,k #0).

3/ On se place d’abord dans le cas (A1 = Ay = A, x = 0). Montrer que la capacité calorifique
se met sous la forme 5
o(T) = kg 2P

~ "1+ cosh (2BA)

A partir de 1'étude rapide de la fonction x?/ (1 + coshx) (on donnera les valeurs limites
et on justifiera que cette fonction a un maximum), donner le comportement de la capa-
cité calorifique en fonction de la température pour (A; = Ay = A, k = 0). Interpréter
physiquement votre résultat.

4/ On se place maintenant dans le cas (A; = A, = 0, k # 0). Montrer que la capacité
calorifique se met sous la forme

O(T) = ks (B2 —

(T) = kg (Bx) (At ey
Donner le comportement de la capacité calorifique en fonction de la température pour
(A1 = Ay =0, k # 0). Interpréter physiquement votre résultat.

5/ Donner l’allure générale de la courbe C(T) pour (A; = Ay = A, k) quelconques et discuter
physiquement cette allure, en particulier comparer cette courbe a l’allure de la fonction de
corrélation G(?)(1,2).
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