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Développement du viriel dans I’ensemble grand-canonique

On cherche a décrire un fluide classique de N particules de masse m occupant un volume
V en contact avec un thermostat a la température T. On repere une particule i par sa position
r; et on note son impulsion p;. On suppose que les particules interagissent par un potentiel
de paire et on décompose le hamiltonien du systeme comme

HEN, pN) =T (p") +uV),

avec
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T(p") =

I
—
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ourj = |r; — r]-| etou rN et pV sont, respectivement, une notation compacte pour (ry, 12, ..., 1)
et (p1, P2 ---,PN)-

1 Généralités

1/ Précisez a quoi correspond chacun des deux termes du hamiltonien ci-dessus. Donnez
l'allure caractéristique du potentiel de paire u () dans le cas d’un fluide de van der
Waals.

2/ Justifiez tres soigneusement que la fonction de partition canonique Zy (T, V) se met sous

la forme
W /d rl dSrN eleu(rN),

avec A(T) = \/h?/2mtmkgT et ou B = 1/kgT. Quelle est la dimension de A(T)? Donnez
un sens physique a cette grandeur ? On rappelle que [*=° dxexp (—x2) = /7.

Zn (T, V) =

2 Gaz parfait
On se limite dans cette partie du probléme & un gaz parfait et on note Z§" la fonction de
partition.

1/ Calculez ZI(\;]P-

2/ Déduisez-en I'équation d’état du gaz parfait.
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Développement du viriel dans I’ensemble grand-canonique

Le but de cette troisieme partie du probleme est d’aller au-dela du gaz parfait et de déve-

lopper 1'équation d’état en puissance de la densité du fluide. Il est plus simple pour cela de
se placer dans 1’ensemble grand-canonique.

1/

2/

3/

4/

5/

6/

7/

Montrez que d’une maniére générale la grande fonction de partition E (T, V, u) s’exprime

comme
00

E(T,V,u)=Y_ PN Zy (T, V),
N=0

ot ZN(T, V) est la fonction de partition canonique a N particules.

En utilisant les résultats précédents et en définissant la fugacité z comme z = ef# /A3,
montrez que l'on peut écrire la grande fonction de partition comme un développement en
puissance de z,

— . >IN N
H(T,V,y)—l—kl\;lmz ,

ot I'on a introduit les quantités Iy (T, V) qui dépendent du potentiel d’interaction a N
particules comme

IN(T, V) = /d3r1d3r2 . dlry efﬁu(rN),

On remarquera que U(rN) = 0 pour N = 1.

En remarquant que le potentiel ne dépend en pratique que des N — 1 positions relatives
rjj = r; —1; des particules, montrez que I; s’exprime trés simplement en fonction du
volume V.

Justifiez soigneusement que pour N > 2 les intégrales Iy s’exprime comme
IN = V/d31‘12 .. .d3r1NH (1 —|—f1]) ’
i<j

ol I’on a introduit les fonctions de Mayer

fir = f (ry) = e P0w) —1.
Exprimez le grand-potentiel () en fonction de la grande fonction de partition E et rappelez

sans justification la relation liant () a la pression moyenne P et au volume V.

Exprimez P et la densité moyenne de particules p a partir de la grande fonction de partition
(on ne cherchera pas a calculer explicitement les expressions). On montrera en particulier
que le nombre moyen de particules dans le fluide est donné par

— P
N(T,V,u) = Vo

Justifiez que 1’on peut écrire les expressions générales

kT 2 Jvx

p z",
VvV = N!

1 & N N
= — _—Z ,
P VN; (N—1)!

ou 'on a introduit des ccefficients [y qui sont de méme dimension que les Iy.



8/

9/
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Démontrez qu’a l'ordre 3 en puissance de la fugacité z, on a le développement limité
suivant :

1., 1 3 1 N 2 1 1 1.3\ 3
In (1 + Lz + EIZZ + 6132 > ~ Lz + 5 (L—I7)z" + 613 — 51112 + éll z°.
En déduire les expressions de J;,J> et J3 en fonction de Ij, I; et I3. On rappelle que
In(1+ x) :x—%2+x—;+...pourx<<1.
I faut maintenant éliminer z pour obtenir I’équation d’état. Montrez que 1'on a

J 2 T

et utilisez ce résultat pour obtenir I'équation d’état comme un développement en puissance
de la densité p. Donnez 1’équation d’état jusqu’au troisieme ordre en p et montrez que les
trois premiers ccefficients du viriel s’expriment en fonction des J; comme

Ji
B =2,
1=y
J2
B,= 22
2 L
2
B
vz 3V

En déduire que
Bi=1
113
B, = ) /d r12 fi2

1
B3z = —3 /d3r12d31‘13 fi2f13f23.

Gaz de spheres dures

On considere dans cette derniere partie du probleme que les particules sont des sphéres

de diametre a. On suppose que ces particules n’interagissent que par un potentiel de coeur
dur interdisant & deux particules de s’interpénétrer.

1/

2/
3/

Représentez ’allure du potentiel de cceur dur u (7). Déduisez-en 'allure de la fonction de
Mayer f (r).

Calculez les deux premiers ccefficients du viriel By et B, du gaz de spheres dures.

Le calcul du troisieme ceefficient est plus difficile. Pour ce faire, on introduit la transformée
de Fourier F (q) d’une fonction f (r) comme

1 iq-r
f0 = G [ FaeF @),

Fla)= [dre (),

et on rappelle les deux relations de fermetures
/ &rel@ )T = 21)°5 (q-q),

/d3q e 9 = 27)°5 (r— ¥).



(i) Montrez que la transformée de Fourier F(q) de la fonction de Mayer f (1) = e A4(") —
1 ne dépend que du module de q et peut s’écrire

Fla) = 35 [ drrsin(f (1),

oll x = gr est une variable sans dimension.

(ii) Montrer que l’on a la relation suivante :

1 d’q
Bo= =3 | GoF (el

(iii) On définit la fonction de Bessel 3/, (x) comme

2 sin x
J32 (x) = ( p» —COSX),

X
et on donne l'intégrale

5
482

Montrez que le troisieme ccefficient du viriel d'un gaz de sphéres dures est donné
par

/ dx x‘5/2]3/2 (x)3
0

5
By = —-m?a®.
3 187‘[11
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