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1 Fluide classique de batonnets durs (gaz de Tonks)

On considere un modele de fluide classique a une dimension, composé de N batdonnets de
longueur ¢ et de masse m, confinés dans un espace de taille L a la température T. On appelle p
la densité de batonnets. Les batonnets interagissent par un potentiel a deux corps V(x). On se
limite par la suite a une interaction de cceur dur. On note x; la position du i-eme batonnet (voir
tigure ci-dessous). Dans toute la suite du probléme, on se place dans I’ensemble canonique.

(a) Explicitez le potentiel V(x).
(b) Justifiez tres soigneusement 1’expression suivante pour la fonction de partition canonique :

2mke T\ N/?
Z(T,L,N) = <th> In (L),

avec l'intégrale
L—(N-1)(—£/2 L—(N—i){—£/2 L—€/2
In (L) :/ dxl.../ dxi.../ dxy. (1.1)
5/2 xi,1+l XN,1+[

On rappelle que [*2 duexp (—u?) = /2,

(c) Effectuez le changement de variable
. ¢ ,
yi:xi+(N—1)€+§ (i=1,...,N)
dans l'intégrale (1.1). Calculez l'intégrale Iy (L). En déduire la fonction de partition du
gaz de batonnets.
(d) Déterminez a partir des résultats précédents 1’équation d’état du systeme. Existe-t-il une
transition de phase dans ce modele ?
(e) On rappelle le développement du viriel

[e0]

BP =) Bu(T)p",

i=1
ou B =1/kgT, ou P est la pression du systeme, et ou

B (T) = ;/dx [1—e PV

Calculez le second coefficient du viriel By(T) de deux manieres différentes et vérifiez la
cohérence de vos résultats.

(f) Définissez et calculez le ccefficient de compressibilité isotherme x7 du fluide. Commentez
votre résultat.



2 Chaine unidimensionelle de spins d’Ising

On considere une chaine de N spins s; = +1 (i = 0,1,...,N — 1) a la température T avec
une interaction ferromagnétique | > 0 entre les premiers voisins dans un champ extérieur h.
Le hamiltonien correspondant s’écrit

N-1 N-1
H= —] Z S$iSi+1 — h Z S;. (21)
i=0 i=0
Les conditions aux limites sont périodiques, c’est-a-dire que 1’on identifie sy = sp.

21 Approximation de champ moyen

On cherche dans un premier temps une solution au modele d’Ising a 1D dans "approxi-
mation de champ moyen. Dans la suite, on appelle m = (s;) 'aimantation.

(a) Rappelez ce qu’est 'approximation de champ moyen dans le cadre du modele d’Ising.
Que vaut la fonction de corrélation spin-spin C;; dans cette approximation ?

(b) Montrez que dans l’approximation de champ moyen, le hamiltonien (2.1) prend la forme

N-1
H=—Q2Jm+h)Y_ si+]Nm?
i=0

(c) En déduire la fonction de partition canonique Z, ainsi que 1’énergie libre F.

(d) Montrez que l'aimantation m obéit a une équation d’auto-cohérence que 1’on explicitera.

(e) On se place a champ magnétique extérieur nul (7 = 0). Montrez qu'il existe une transition
de phase (paramagnétique-ferromagnétique) pour une température critique T. que 'on
exprimera en fonction des différents parameétres du probleme.

2.2 Résolution exacte du modele par la matrice de transfert

On cherche maintenant a résoudre le probleme de fagon exacte, ceci par la méthode de la
matrice de transfert.

(a) Montrez que la fonction de partition canonique exacte du systeme associée au hamilto-
nien (2.1) a pour expression

7 = Z Z Z Z 7;0517;152---7;1\17150'

so==E1s1=£1sy==+1 sy_1==%1
ou la matrice de transfert 7 (de dimension 2 x 2) est définie par ses éléments de matrice
Bh
Tsisiss = exp | Bsisit1 + 7[51' +5i41]

avec B = 1/kgT, et ou les lignes sont labélisées par s; = +1 et —1, et les colonnes par
siy1 = +1 et —1. En particulier, montrez que

eﬁ(]"’h) e_.B]
T - < efﬁ] eﬁ(]h)> ’
(b) En vous servant du produit matriciel, en déduire que

- 1,7

so==+1 5050

=Te {7V} =AY + Y,

ot A et Ay sont les valeurs propres de 7 (|Ag| > |A1| par convention). Justifiez du fait
qu’a la limite thermodynamique (N — o), Z = A},
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(c) Déterminez, a la limite thermodynamique, 1’énergie libre du systeme.
(d) En déduire I'aimantation m du systeme.

(e) Représentez m en fonction de Bh pour différentes valeurs de BJ. En particulier, analysez
les cas B] — 0 et B] — oo. Interprétez qualitativement ces résultats.

(f) Le systéme présente-t’il une transition de phase ? Comparez votre réponse a la prédiction
de l'approximation de champ moyen.
2.3 Fonction de corrélation

La fonction de corrélation entre deux spins séparés par R — 1 sites sur le réseau est définie
par

I'r = (sosr) — (s0)(sr), (2.2)
et la longueur de corrélation ¢ par
— . In ‘FR|
1 — —
¢ = I%IB;{ R } | @53)

(@) On cherche a exprimer I'g a 'aide de la matrice de transfert 7 et de la matrice S repré-
sentant I’opérateur de spin. On écrit 7 et S dans leur représentation diagonale :

'T: Z /\i]ui)<ui|,

i=0,1

Si= Y silsi)(sil.

si==1

Les vecteurs |s; = +1) = (1,0) et |s; = —1) = (0, 1) représentent deux états possibles d'un
spin. A I'aide de 7 et S, démontrez que, dans la limite thermodynamique, on a

A

R
FR = ()Lo) <M0|80’M1><M1|SR|L[0>.

(b) Calculez explicitement la fonction de corrélation (2.2). On admettra que les vecteurs propres
de la matrice de transfert ont pour expression |ug) = (ay,a_) et |u;) = (a_, —a ), avec

BJ V2
1 inh (BH
we = 14 eP/ sinh (BH)

V2 \/ezﬁf sinh? (BH) 4 e~2f

En particulier, étudiez le cas a champ nul. Représentez dans ce cas la fonction de corréla-
tion en fonction de R.

(c) Calculer la longueur de corrélation (2.3). Commentez les cas basse et haute températures.
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