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EXERCICES

— CHAPITRE 2 —

Exercice 2.1 : Espace des phases
On considére un oscillateur harmonique & 1D, dont on note = et p la position et 'impulsion.
L’oscillateur est isolé et a une énergie E. On note w sa fréquence, et m sa masse.
(a) Quel est le hamiltonien H (z,p) du systéme ?
(b) Montrez que I'espace des phases correspond a une ellipse dans le plan (z,p).
(

¢) En supposant que tous les points de ’espace des phases sont équiprobables, montrez que la
distribution dans I’espace des phases prend la forme
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p(x,p) = %6 (E 50~ 2mw2x2> .

Exercice 2.2 : Quantification

On considére une particule libre non-relativiste de masse m dans une boite cubique de volume
V = L3. Montrez que, pour des conditions aux limites de Dirichlet (c.-a-d. des conditions aux
limites de bords durs), les états quantiques stationnaires sont de la forme

2 3/2 M TLN\ . My T L IMLTTR
Vnig,ny,ms (r) = Vnig,ny,ms (z,y,2) = (L) sm( xL >sm( yLZ/) sm( ZL ),

avec ng, ny et n, des entiers naturels strictement positifs. Montrez que les énergies correspon-
dantes s’écrivent

m2h? 2 2 2
Enz,ny,nz = oLz (nw + ny + nz) .

Exercice 2.3 : Systémes a deux niveaux
On considére NV systémes & deux niveaux sans interaction, pouvant chacun se trouver dans
deux états |+) d’énergie +e.
(a) Décrivez les microétats du systéme. Quel est le nombre total de microétats ?
(b) Quel est le spectre des énergies ?

(c) Soit ny le nombre de systémes a deux niveaux dans 'état |+). Exprimez ny et n_ en fonction
de N, ¢, et de I'énergie totale FE.

(d) En déduire la dégénérescence des niveaux d’énergie.

(e) En déduire une expression de la densité d’états.

Exercice 2.4 : Densité d’états d’une particule libre non-relativiste

On considére une particule libre non-relativiste, de masse m et de spin s, dans un espace a d
dimensions et confinée dans une boite de volume V = L%. Dans la suite, on appelle g5 = 25 + 1
la dégénérescence de spin.

(a) En utilisant des conditions aux limites périodiques, montrez que la relation de dispersion de
la particule correspond & celle d’ondes planes,
B h2k? 27

By = , avec k:f(nl,...,nd), n; € 7.
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(b) En supposant que le spectre est suffisamment dense (c.-a.-d. 'écart typique h?/mL? entre
niveaux d’énergie est petit par rapport aux autres échelles caractéristiques du probléme),
montrez que la densité d’états intégrée peut s’écrire comme

@(E):}glfi/vddr/ddpe@—f;). (1)

(c) On rappelle que 'hypersphére de rayon R dans R? est le domaine défini par 22 +x3+. . .+a:§ <
R?. Son volume est donné par Vy(R) = VzR?, ott
/2

Y T 2

est le volume de ’hypersphére de rayon unité, et ot
o0
I'(z) = / dt t*~ e, Re z > 0,
0

est la fonction Gamma d’Euler. On a la relation fonctionnelle I'(241) = 2I'(z). En particulier,
I'(n 4+ 1) = n! pour n un entier naturel, et I'(1/2) = y/m. En déduire que

gsL? mE \?
(I)(E):F(d/2+1) <27rh2> '

(d) Déduire de la question précédente une expression de la densité d’état p(FE). Explicitez en
particulier les cas d = 1,2, 3.

Exercice 2.5 : Densité d’états d’une particule libre ultra-relativiste

On considére une particule ultra-relativiste en dimension d, décrite par la relation de disper-
sion Ep = ¢|p|, ou p est I'impulsion de la particule et ¢ la vitesse de la lumiére. Dans la suite,
on appelle g5 le facteur de dégénérescence de spin.

(a) On admettra que la surface d’une hypersphére de rayon unité en dimension d est donnée par
Sy = dV,, ou Vg est son volume, dont I'expression est donnée a 1’équation (2). Montrez que

d/2
S = T
['(d/2)

(b) Par un calcul semiclassique direct, calculez la densité d’états p(E). Explicitez en particulier
lescasd=1,2,3.
Exercice 2.6 : Gaz parfait

On considére un gaz composé de N particules identiques de masse m et sans spin, libres et
sans interaction, confinées dans une boite de volume V.

(a) Déterminez la densité d’états intégrée ®(E) du gaz a la limite semiclassique.

(b) On donne la formule de Stirling

n 1
n! ~ 2mn (ﬁ) , Inn! ~ nlon—n+ -In(27mn).
(n>1) e (n>1) 2

Dans la limite N > 1, montrez que

o= (3) ()™




Exercice 2.7 : Modéle d’Einstein

On considére le modéle d’Einstein, décrivant des atomes indépendants attachés aux N noeuds
d’un réseau tri-dimensionnel par des forces harmoniques (pulsation w), et dont le hamiltonien
s’écrit

2

N
p; 1
H= Zl (27% + 2mw2r?> , (4)
1=

ou r; correspond & I’écart a la position d’équilibre de I'atome i, et oll p; est le moment conjugué.
Calculez la densité d’états intégrée semiclassique pour ce modéle.

— CHAPITRE 4 —

Exercice 4.1 : Cristal paramagnétique dans ’ensemble microcanonique

On considére le modéle de cristal paramagnétique suivant : un solide composé de N > 1
atomes forme un réseau cristallin, ou chaque atome i = 1,..., N porte un moment magnétique
m; = yS; proportionnel au spin de I'électron S;, avec v le facteur gyromagnétique. Pour sim-
plifier, on suppose ici que le spin est égal & s = 1/2. Le spin i peut donc se trouver dans deux
états quantiques, |[+); (spin up) et |—); (spin down), tels que S, ; = £h/2. On néglige les inter-
actions entre les spins, et I’on suppose que le cristal est soumis & un champ magnétique extérieur
B = B %. Le hamiltonien du systéme prend donc la forme

N N
H=-) m;-B=-9B) 5.,
=1 i=1

(a) Montrez qu’a la limite thermodynamique (N > 1), Uentropie microcanonique est bien ex-
tensive et a pour expression

Hn(1-§+ 1+ +¢)
5 ,

S*(E,B,N) = Nkg [1112 _ -

ot £ = E/Nep avec egp = hyB/2.
(b) Tracez S*(E, B, N) en fonction de £ et commentez votre résultat.

(c) Calculez la température microcanonique 7% du systéme. Tracez T™ en fonction de £. Com-

mentez.

(d) En remarquant que I’énergie magnétique est dEy,, = —MdB avec M aimantation du sys-
téme, justifiez I'identité M* = T%(05*/0B), et en déduire une expression de M*. Commen-
tez.

(e) Montrez que entropie par spin s’exprime en fonction de deux probabilités py et p_ (que
I'on définira) comme
Sspin = —kg (p+ Inpy +p- lnp_) :

Interprétez ce résultat. Exprimez p4 et p_ en fonction du rapport ep/kgT™, et discutez des
cas limites.

Exercice 4.2 : Gaz parfait dans ’ensemble microcanonique

(a) A partir du résultat (3) de l'exercice 2.6, démontrez la formule de Sackur-Tetrode pour
I’entropie du gaz parfait a la limite thermodynamique :

m 3/2
s =i {5 (5 [ - ®

(b) En déduire la température T* et la pression p* microcanoniques du gaz.



(¢) On introduit la densité de particules n = N/V ainsi que la longueur d’onde thermique de de

Broglie
| 2wh?
Ar = . 6
T kaT ( )

Montrez que l'on peut réécrire I’équation (5) comme

S* = Nkg B —In (m\*})] : (7)

En déduire que la formule de Sackur—Tetrode n’est que valable dans le régime dilué, ou
n < A;3. En particulier, discutez des cas haute température/basse densité et basse tempé-
rature/haute densiteé.
Exercice 4.3 : Modéle d’Einstein dans ’ensemble microcanonique
Calculez S*(E,N) dans le régime semiclassique pour le modéle d’Einstein introduit dans
I'exercice 2.7. En déduire T*. Discutez le régime de validité de votre résultat.
Exercice 4.4 : Fluctuations de I’énergie dans 1’ensemble canonique
Dans ’ensemble canonique, on définit la variance de 1’énergie par
Var(E) = (B%)c — (E)?,

et la capacité calorifique (& volume constant) comme

O(E)c
Cv = —==. (8)
Montrez dans un premier temps que
0%InZz
VarC(E) = T@

En déduire la relation
VarC(E) = kBTQCv.

Exercice 4.5 : Capacité calorifique

Montrez que la capacité calorifique Cy, définie par I’équation (8), est reliée a ’énergie libre
F et a 'entropie canonique S°¢ via
0*F 0S5°¢

Cv=—Tom =Tor

Exercice 4.6 : Modéle d’Einstein dans ’ensemble canonique

On reprend le modéle d’Einstein introduit & I'exercice 2.7, et 'on cherche a décrire la contri-
bution des vibrations du réseau a la capacité calorifique du solide. On admettra que le spectre
du hamiltonien (4) se met sous la forme

Ol Ny = Ngj + Ny i + N2y, AVEC Ng 3, Ny ; €t N ; des entiers naturels (1 =1,...,N).

(a) Calculez la fonction de partition canonique Z.

(b) En déduire I’énergie libre F', I'entropie canonique S¢ et I’énergie moyenne (F). du systéme.
Tracez (E). en fonction de kpT'/hw.

(c) Calculez la capacité calorifique (& volume constant) Cy du systéme. Tracez Cy en fonction
de kT /hw. Commentez en particulier les cas basse et haute température.



Exercice 4.7 : Cristal paramagnétique dans ’ensemble canonique

On reprend le modéle de cristal paramagnétique de 'exercice 4.1.

(a) Calculez la fonction de partition canonique du systéme. Exprimez votre résultat en fonction
de ep = hyB/2.
(b) En déduire I’énergie moyenne, que 'on tracera en fonction de ep/kpT.

(c) Calculez 'aimantation moyenne (M), du systéme. Tracez (M), en fonction de ep/kpT et
commentez votre résultat.

(d) Déterminez la susceptibilité magnétique du systéme, définie par

(e) Montrez que les fluctuations d’aimantation sont liées a la susceptibilité magnétique par la
relation

Var.(M) = kgT'x.

Commentez votre résultat.

Exercice 4.8 : Gaz parfait dans ’ensemble canonique

On considére un gaz composé de N > 1 particules monoatomiques non-relativistes et clas-
siques, de masse m, et dont on néglige le spin. Le gaz est contenu dans une boite de volume
V =Lz x Ly x L., et est maintenu a la température 7". Dans la suite, on ignore les interactions
entre particules.

(a) Question préliminaire : montrez que

+00 5
I—/ dz e ™ = /7.

—00

Pour ce faire, calculez d’abord I?, et utilisez des coordonnées polaires.

(b) Calculez la fonction de partition canonique, et montrez qu’elle se met, dans I’approximation
de Mazxwell-Boltzmann, sous la forme

1 (VAP
7= ag) .

ou A7 est la longueur d’onde thermique de de Broglie [cf. equation (6)].

(c¢) En introduisant la densité de particule n = N/V, discutez de la validité de I’approximation
de Maxwell-Boltzmann.

(d) Donnez l'expression de ’énergie libre F(T,V, N) du systéme.

(e) En déduire les expressions de (i) I'énergie moyenne, (ii) de la capacité calorifique, (iii) de la
pression, (iv) du potentiel chimique, ainsi que (v) de I'entropie canonique du gaz. Comparez
ce dernier résultat a la formule de Sackur—Tetrode [cf. equation (7)].

(f) Calculez la vitesse moyenne (v;). selon  d'un atome du gaz. Calculez la variance Vare(vy).
Interprétez vos résultats.

Exercice 4.9 : Ensemble T-p

On étudie un systéme constitué de N > 1 particules identiques, sans interaction, a ’équilibre
avec un réservoir de volume & la pression p et un thermostat a la température T'. Le volume V
occupé par le systéme est donc libre de fluctuer, les paramétres externes étant T', p, et N. On
admet dans la suite que la probabilité P£T P pour que le systéme soit dans 1’état microscopique ¢
s’écrit comme

pTn _ e~ B(EetpV)

y4 z )



ou Ey et V; correspondent, respectivement, a I’énergie et au volume du systéme dans le microétat
l, et ou Z2 = Z(T,p,N) est la fonction de partition T-p. Dans la suite, on définira l’enthalpie
libre du systéme par la relation

G(T,p,N)=—kgTIn Z(T,p, N).

1/ Fonction de partition 7-p
(a) Quelle est I'expression de Z(T,p, N)?

(b) En déduire que le volume moyen du systéme a pour expression

(c) Etablissez 'expression de I’énergie moyenne du systéme.

(d) Etablissez 'espression de I'entropie statistique S7P en utilisant la définition de I’entropie de
Shannon vue en cours.

(e) Pouvait-on s’attendre a ces résultats ?

2/ Gaz parfait dans ’ensemble T-p

(a) Exprimez Z(T,p, N) en fonction de la fonction de partition canonique Z(T,V, N) corres-
pondante, dont I’expression, dans I'approximation de Maxwell-Boltzmann, est donnée par
I'équation (9).

(b) Calculez Z(T,p, N) en fonction de N, Ar [cf. equation (6)], 3, et p.
(c) Calculez le volume moyen (V). du gaz parfait. En déduire I’équation d’état du gaz parfait.

(d) Calculez I'énergie moyenne (E)7., du gaz parfait en fonction de N et T'.

Exercice 4.10 : Elasticité de la laine

On peut modéliser la laine par une longue chaine de N > 1 molécules identiques. Une telle
chaine est appelée macromolécule ou polymére. Chaque molécule (ou monomeére) peut se trouver
dans deux états notés « et 8. Dans I’état «, la molécule contribue pour a a la longueur de la
chaine et son énergie est F,. Dans ’état 3, sa longueur est b et son énergie Fg. La chaine est
soumise & une tension X. On remarquera qu’il existe une analogie entre la tension X du fil
et la pression p d’'un gaz classique. On va utiliser cette analogie pour étudier le systéme dans
I’ensemble microcanonique (énergie et longueur imposées), canonique (température et longueur
imposées), et canonique généralisé X-T' (température et tension imposées).

1/ Ensemble microcanonique

(a) Ecrire le premier principe de la thermodynamique pour la chaine de monomeéres.

(b) Donnez les expressions de la longueur L de la chaine et de son énergie E en fonction du
nombre N, de molécules dans I’état .

(¢) Quel est le nombre d’états Q(E) ayant pour énergie F(N,) et pour longueur L(N,)? En
déduire I'entropie microcanonique S* du systéme.

(d) Explicitez le premier principe de la thermodynamique et en déduire N, en fonction des
paramétres du probléme. En déduire I’équation d’état de la chaine.

2/ Ensemble canonique

On suppose maintenant que la chaine est en contact avec un thermostat a la température T'.
(a) Calculez la fonction de partition canonique du systéme.

(b) Retrouvez I’équation d’état de la chaine.



3/ Ensemble canonique généralisé X-T

On suppose toujours que la chaine est en contact avec un thermostat a la température T'. De
plus, sa tension est imposée par I'expérimentateur qui se comporte donc comme un réservoir de
tension.

(a) Calculez la fonction de partition généralisée X-T' du systéme.

(b) En déduire I'équation d’état de la chaine.

4/ Etude de ’élasticité
Pour simplifier, on supposera dans la suite que A = E, — Eg = 0.
(a) Déterminez la longueur moyenne (L) de la chaine a I’équilibre en fonction de X et T

(b) Donnez l'allure de la courbe (L) = f(X/T). On étudiera plus particuliérement le domaine
aX < kgT et 'on montrera que, dans ce domaine, la chaine vérifie la loi de Hooke

X =x(T) ({L) = Lo) -

Donnez les expressions de Lg et x (7).



