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Mécanique du point

Énergie et impulsion

1 Conservation de l’énergie

(a) On considère une particule de masse m dans le champ de pesanteur terrestre. La particule
est lâchée à l’instant t = 0 d’une hauteur h, avec une vitesse initiale nulle. Déterminez
la trajectoire de la particule à partir de la conservation de l’énergie. (On négligera les
frottements de l’air.)

(b) On considère un oscillateur harmonique à une dimension. Déterminez x(t) à partir de la
conservation de l’énergie. On supposera que x(0) = x0 et ẋ(0) = 0.

2 Montagne russe

Un wagon sur une rampe de montagne russe démarre d’une cer-
taine hauteur h avec une vitesse initiale nulle. Le wagon rencontre
une boucle circulaire de rayon R (voir Fig. 1). À quelle condition
les occupants du wagon vont-ils survivre ? En d’autres termes,
quelle doit être la hauteur h minimum telle que le wagon effec-
tue une boucle complète sans quitter la piste ? On négligera les
frottements.

Exercice 1.4 2001 Odyssée de l’espace

En 1968, S. Kubrick et A.C. Clarke imaginent une station
orbitale en forme de roue dans laquelle règne une pesanteur
artificielle causée par la rotation de la station autour de son
axe.
On prendra comme rayon de la station R = 100 m. Seule la
circonférence de la roue est habitée.

i) Quelle doit-être la fréquence de rotation de la station par
rapport au référentiel géocentrique pour simuler une pesan-
teur de 0,2g ?
Dans quelle direction est orientée la ! verticale apparente " ?

ii) On accroche un pendule de longueur l à un support. On
suppose la force d’inertie d’entrâınement uniforme dans le voi-
sinage immédiat du pendule. Exprimer la fréquence de bat-
tement du pendule en fonction de l, R et de la fréquence de
rotation de la station sur elle-même.
Doit-on tenir compte de la force de Coriolis ?

Exercice 1.5 Bille

h
R

Une bille soumise à la pesanteur glisse sans frottement sur une piste ayant la forme représentée
sur la figure, faisant une boucle de forme circulaire dans le plan vertical. La piste exerce sur la bille
une force de réaction normale obligatoirement dirigée de la piste vers la bille.
A quelle condition portant sur la hauteur initiale h, la bille lâchée sans vitesse initiale peut-elle effectuer
une boucle complète sans quitter la piste ?

Exercice 1.6 Référentiel terrestre

i) Enoncer la différence entre référentiel terrestre RT , référentiel géocentrique RG et référentiel héliocen-
trique (ou de Copernic) RH . Lequel de ces référentiels est le plus susceptible d’être considéré comme
galiléen ?

ii) Déterminer le vecteur !ωTG caractérisant la rotation de RT par rapport à RG, que l’on supposera
constant en norme et direction.

iii) Munir le référentiel terrestre d’un système de coordonnées sphériques (r, θ,φ) et d’un repère
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3 Loi universelle de la gravitation et vitesse de libération

On considère une planète parfaitement sphérique, de rayon R, de densité volumique de masse
uniforme ρ0 et de masse M.

(a) Déterminez le potentiel que ressent une particule ponctuelle de masse m située a une
distance r du centre de la planète, avec r > R.

(b) En déduire la force exercée par la planète sur la particule.

(c) Déterminez le champ de pesanteur à la surface de la Terre, de rayon R = 6400 km et de
masse M = 6.0× 1024 kg.

(d) Calculez la vitesse de libération de l’objet ponctuel de masse m, c’est-à-dire, la vitesse que
doit avoir cet objet pour qu’il s’échappe à r = ∞.

4 Collision de deux masses
Une particule de masse m et de vitesse constante v approche
d’une masse M au repos (voir Fig. 2). Les deux masses s’en-
trechoquent de façon élastique, c’est-à-dire sans perte d’énergie.
Quelles sont les vitesses finales des deux particules ? On suppo-
sera que le mouvement à lieu à une dimension.
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This is the location of the pivot upon which a rigid system would balance, as
we’ll see in Chapter 8. The fact that the CM doesn’t move with respect to the CM
frame follows from the fact that the derivative of RCM is the velocity of the CM
frame in Eq. (5.56). The center of mass may therefore be chosen as the origin of
the CM frame.

If we take two derivatives of Eq. (5.58), we obtain

MaCM ≡
∑

miai =
∑

Fi = Ftotal. (5.59)

So as far as the acceleration of the CM goes, we can treat the system of particles
like a point mass at the CM, and then just apply F = ma to this point mass. Since
the internal forces cancel in pairs, we need only consider the external forces when
calculating Ftotal.

Along with the CM frame, the other frame that people generally work with
is the lab frame. There is nothing at all special about this frame. It is simply
the frame (assumed to be inertial) in which the conditions of the problem are
given. Any inertial frame can be called the “lab frame.” Solving problems often
involves switching back and forth between the lab and CM frames. For example,
if the final answer is requested in the lab frame, then you may want to transform
the given information from the lab frame to the CM frame where things are more
obvious, and then transform back to the lab frame to give the answer.

Example (Two masses in 1-D): A mass m with speed v approaches a stationary
mass M (see Fig. 5.13). The masses bounce off each other without any loss in total
energy. What are the final velocities of the particles? Assume that the motion takes
place in 1-D.

vm M

Fig. 5.13

Solution: Doing this problem in the lab frame would require a potentially messy
use of conservation of energy (see the example in Section 5.7.1). But if we work in
the CM frame, things are much easier. The total momentum in the lab frame is mv,
so the CM frame moves to the right with speed mv/(m + M ) ≡ u with respect to the
lab frame. Therefore, in the CM frame, the velocities of the two masses are

vm = v − u = Mv

m + M
, and vM = 0 − u = − mv

m + M
. (5.60)

As a double-check, the difference in the velocities is v, and the ratio of the speeds is
M/m, which makes the total momentum zero.

The important point to realize now is that in the CM frame, the two particles must
simply reverse their velocities after the collision (assuming that they do indeed hit
each other). This is true because the speeds must still be in the ratio M/m after the
collision, in order for the total momentum to remain zero. Therefore, the speeds must
either both increase or both decrease. But if they do either of these, then energy is not
conserved.19

19 So we did have to use conservation of energy in this CM-frame solution. But it was far less messy
than it would have been in the lab frame.
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5 Billard

Une boule de billard de masse m et de vitesse constante v ap-
proche d’une boule de billard au repos identique. Les deux boules
s’entrechoquent de façon élastique, de telle sorte que la boule in-
cidente est défléchie d’un angle θ (voir Fig. 3). Quelles sont les
vitesses finales des deux boules ? Quel est l’angle de déflexion φ

de la boule initialement au repos par rapport à l’angle θ ?
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5.7.2 Two-dimensional motion

Let’s now look at the more general case of two-dimensional motion. Three-
dimensional motion is just more of the same, so we’ll confine ourselves to 2-D.
Everything is basically the same as in 1-D, except that there is one more momen-
tum equation, and one more variable to solve for. This is best seen through an
example.

Example (Billiards): Abilliard ball with speedv approaches an identical stationary
one. The balls bounce off each other elastically, in such a way that the incoming one
gets deflected by an angle θ (see Fig. 5.15). What are the final speeds of the balls?
What is the angle φ at which the stationary ball is deflected?
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Fig. 5.15

Solution: Let vf and Vf be the final speeds of the balls. Then conservation of px ,
py , and E give, respectively,

mv = mvf cos θ + mVf cos φ,

0 = mvf sin θ − mVf sin φ,

1
2

mv2 = 1
2

mv2
f + 1

2
mV 2

f .

(5.70)

We must solve these three equations for the three unknowns vf , Vf , and φ. There are
various ways to do this. Here’s one. Eliminate φ by adding the squares of the first
two equations (after putting the vf terms on the left-hand side) to obtain

v2 − 2vvf cos θ + v2
f = V 2

f . (5.71)

Now eliminate Vf by combining this with the third equation to obtain21

vf = v cos θ . (5.72)

The third equation then yields

Vf = v sin θ . (5.73)

The second equation then gives m(v cos θ) sin θ = m(v sin θ) sin φ, which implies
cos θ = sin φ (or θ = 0, which corresponds to no collision). Therefore,

φ = 90◦ − θ . (5.74)

In other words, the balls bounce off at right angles with respect to each other. This
fact is well known to pool players. Problem 5.19 gives another (cleaner) way to
demonstrate this result. Note that we needed to specify one of the four quantities, vf ,
Vf , θ , φ (we chose θ ), because we have only three equations. Intuitively, we can’t
expect to solve for all four of these quantities, because we can imagine one ball hitting

21 Another solution is vf = 0. In this case, φ must equal zero, and θ is not well defined. This is
simply the 1-D motion in the example in Section 5.6.1.
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6 Référentiel du laboratoire et référentiel du centre de masse

Considérons la collision élastique unidimensionnelle suivante : une masse 2m se déplaçant
vers la droite et une masse m se déplaçant vers la gauche, toutes deux à la vitesse v par
rapport au référentiel du laboratoire. Déterminez les vitesses finales des deux particules dans
le référentiel du laboratoire (i) en travaillant dans ce dernier et (ii) en utilisant le référentiel
du centre de masse.
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