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4) Formalisme de la Mécanique Quantique



0.1.1 Types d’opérateurs linéaires

Définitions

On appelle opérateur un étre mathématique qui transforme un élément d’un
ensemble en un autre élément de ce méme ensemble.

U = AU | (1)

ou ¥ et U’ appartiennent a € un espace vectoriel a n dimensions sur le corps
des nombres complexes C. ¥ et ¥’ sont des vecteurs de €.

o A est un opérateur linéaire si V¥, ® € ¢2 et VA; et Ay € C% on a

AT 4 X0®) = M AU + N AD . (2)

e Addition et multiplication des opérateurs
A— AV ;B> BU;A+B— (A+ B)U.
e Le produit de A et B est noté AB.
C’est un opérateur tel que
ABY = A(BY) . (3)

D’abord B sur ¥ puis A sur BU.



e Inverse d'un opérateur W' = AV par définition @ = A~1P et A~1A
AA~! =1 (opérateur identité).

Rq: Alors que tous les nombres, autres que zéro, possedent un inverse, un
opérateur non nul peut ne pas admettre d’inverse.

e Commutateur de deux opérateurs

En général deux opérateurs ne commutent pas entre eux i.e. AB # BA.
Par définition le commutateur est donné par

Ordre des opérateurs est important ! [ﬁ, B] = AB— BA. (4)

En mécanique classique I’équivalent est le crochet de Poisson {A, B} (cf.
cours de mécanique analytique).
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Produit scalaire

On appelle produit scalaire (PS) sur un espace vectoriel € une correspondance
qui a tout couple (¥, ®) de deux vecteurs de € associe un nombre complexe
noté < W, d > satisfaisant aux propriétés suivantes:

o < U P >=< P U >*

o < U O4n>=<V,d>4+ <V >V b ne ¢ Le PS est distributif
par rapport a l'addition vectorielle.

o <V AP >=A< VP, D >,
e Le PS est défini positif si < ¥, ¥ >> 0 pour ¥ # 0.

Un espace vectoriel complexe muni d'un PS défini positif est appelé un espace
hermitien ou préhilbertien.
Propriétés du PS:

o <V . ® >=0= les vecteurs ¥V et ® sont orthogonaux.
¢ < AN DP>=< P AU >"=(A<DP US> =< P US= A" <V & >,

e Lanormede ¥ — ||¥]| = /<P, U >€c Rcar < U, ¥ >=< U, ¥ >* et
<0, ¥ >> 0.



Opérateurs adjoints

Soit & un espace vectoriel herminitien et soit A un opérateur linéaire sur €. S’il
existe un opérateur linéaire A% sur € tel qu’on ait

< U, AP >=< AT, > VU, b € ¢2 (5)

alors AT est 'opérateur adjoint de A.
1) Propriétés

o (At)T = A

o (M)t = AAT.

2) Addition et multiplication des opérateurs adjoints
o At 4 B* est adjoint de A + B.

o (AB)* = BtA+,



Opérateurs hermitiens (hermitiques ou auto-adjoint)

A=At (6)

Propriétés

Somme de deux opérateurs hermitiques = un opérateur hermitique.
Produit d’un opérateur hermitique par un réel = un opérateur hermitique.

Comme (AB)* = B*A* = BA # AB = le produit de deux opérateurs
hermitiques n’est pas en général un opérateur hermitique.

Rq: il est hermitique si [}Al, B] =0.

Si A est hermitique et inversible alors son inverse est hermitique.

Produit scalaire: < ¥, A® >=< ®, AV >* (transposée + conjugué).
cf. représentation matricielle

Opérateurs unitaires

Par définition on a:

AAT = ATA=1. (7)

Une importante propriétés des opérateurs unitaires est qu’ils conservent
le PS =< AU, A® >=< U . & >,

Le produit de deux opérateurs unitaires est un opérateur unitaire. Ex-

emple d’opérateurs unitaires: (i) l'opérateur d’évolution U = e~ iHot/h o

U(F, to + At) = UT(F,tg); (ii) I'opérateur de translation d’espace T, =

e~ P9/ — Y(z + Az, t) = T,V¥(z,t).

Un opérateur unitaire peut toujours s’écrire comme la somme A=B+C

(A+A*)
2

ou B et C sont hermitiques qui commutent et sont donnés par B =

N (AT=A) s :
et ¢ =472 adémontrer (bon exercice)



Fonction d’opérateur

Soit F'(x) une fonction de = qui peut s’écrire comme

F(z) =) anz". (8)
n=>0
Si on fait z — A on obtient
F(A) =) a,A". (9)
n=>0
F (zii] est un opérateur. Par exemple ed = > omeo % Pour que 'opérateur

F(}i) existe il faut que la série (9) converge ce qui dépend des valeurs propres
de A (cf. plus loin) et du rayon de convergence de F(x). cf. Analyse propriétés des séries
Dérivée d'un opérateur

Soit fi(a) un opérateur dépendant continuement d'un parametre « on a

dA A(a+ Aa) — A(a)
- = limaa—o Ao ) (10)




Espace produit tensoriel

Soient &, et &, deux espaces vectoriels de dimension finie p et q. ¥; € &, et
P; € €. On a €,, = €, €, 'espace produit tensoriel des espaces vectoriels
¢, et &,.

Produit tensoriel d’opérateurs

Soient A un opérateur de €, et B un opérateur de &, alors C' = AR B
est un opérateur qui agit sur un vecteur ¥ @ @ € €,,. L'opérateur ﬁ@ B est
I'opérateur produit tensoriel des opérateurs A et B.

Ilustration de I'utilité du produit tensoriel.

Exemple 1: I’'Hamiltonien de Hartree (approximation du champ moyen;
systéme de N particules indépendantes). Soit hipi(7;) = eipi(7;) (hi nagit
que sur les états de la particule i). Soient e; 'espace vectoriel associé a la
particule ¢ et €y l'espace produit tensoriel associé au systeme de /N particules

indépendantes ¢1 X) ¢2 Q) ...en. L’opérateur hi = hy (0% 1o... & 1 représente le
prolongement de hq dans €x. Ona H = hy+ho+...4+hx et HU(F), Ty, ..., 7x) =
E\If(Fl,Fg, ...,T_"N) avec \I’(’Fl,?:'z, ...,FN) = @1(?71) ®(,02(?72) ®...QON(’FN) et B =

Zi:l,N i






0.1.2 Vecteurs propres et valeurs propres

Définitions
Soit A un opérateur linéaire. Si W est un vecteur tel que:
AV =\, (11)

alors U est un vecteur propre de l'opérateur A et le nombre complexe \ est
appelé la valeur propre de A relative au vecteur propre V.

L’ensemble des valeurs propres s’appelle le spectre.

Ce spectre peut-étre discret ou continu.

Lorsqu’a une méme valeur propre correspondent plusieurs vecteurs propres
on dit que la valeur propre est dégénérée (e.g. atome d’hydrogene). Le nom-
bre de vecteurs propres associés a une méme valeur propre est 'ordre de la
dégénérescence. Soient ¥ et ® € &2 tel que AT = \U et AD = A\ alors
AU + BAD = A(a¥ + 3D) = A(a¥ + A3P). Ainsi toute combinaison linéaire
aV¥ + P des vecteurs propres associés a une méme valeur propre A\ est encore
un vecteur propre de A associé a la méme valeur propre. L’espace €, est appelé
sous-espace propre associé a A. On a dim€&) = dégénérescence de A (cf. dessin).
\‘/ /\ e énergie

hﬂ;
=S =
e — =

LA 35 & 3s, 3p, 3d

2s, 2p
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Opérateurs hermitiques

Théoreme: Toutes les valeurs propres d’un opérateur hermitien (hermitique)

sont reelles.

Théoreme: Deux vecteurs propres d’un opérateur hermitique correspondant
a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux entre eux.

La réciproque des deux propriétés ci-dessus est également vérifiée: si un
opérateur a toutes ses valeurs propres réelles et si les vecteurs propres associés a
deux valeurs propres distinctes sont perpendiculaires entre eux alors 'opérateur
est hermitien.

Opérateurs qui commutent

Soient A et B deux opérateurs qui communtent = AB = BA si on a AV = \¥
alors BU est un vecteur propre de A associé A la méme valeur propre A.

Si A est non dégénérée BU = aVU = U est vecteur propre de B avec la valeur
propre .

Si A est dégénérée alors BV € au sous-espace E) formé par les vecteurs
propres de A associés & A. On dit que le sous-espace est, stable sous 'action de

B.

Fonction d’opérateur

Ad = a® = F(A)® = F(a)®
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0.1.3 Matrice d’un opérateur

Définition

Les opérateurs agissant sur les vecteurs d'un espace vectoriel sont des étres
mathématiques définis indépendamment de toute base de I'espace considéré. Le
choix d’une base permet d’écrire explicitement un opérateur sous forme d’une
matrice qui constitue une représentation de celui-ci.

Soient A un opérateur linéaire, ¥ € & de dimension finie et {g;} les vecteurs
formant une base orthonormée de €. On a

v = Z Ciyi . (12)
Les coefficients ¢; sont les composantes de W sur la base {¢}. On a de plus

U = AV = AZQ;% = ZCE‘A(P;; , (13)

T

avec

Api=7 ajip; - (14)
i

Les nombres complexes a;; constituent les éléments de matrice de l'opérateur A
définie sur la base {y;}. Dans un espace vectoriel de dimension n on a:

ay;p - A1n
A= o (15)

Ap1 - Qnn
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Propriétés

C=aA+BB—C=aA+BB.

AB — AB produit matriciel = produit de matrices: AB — (ab)y; =
Zj afkjbjz’-

Soit A un opérateur linéaire et A son adjoint on a @ = (a")gj. On a
défini A - A — aj; et AT - At — (at);; éléments de matrice de AT
La matrice de A est la transposée de la matrice conjuguée de A. Elle est

appelée la matrice adjointe de la matrice A et est notée AT,

Si Popérateur A est hermitique alors A = A+t = (at); = ai, = ak;j.
Ainsi les éléments de matrice diagonaux sont réels (a;; € R).

Trace d’'une matrice
- par définition TrA = ), ags.
- propriétés: (i) Tr(AB) = Tr(BA) ; (ii) Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).
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Changement de base

pi — ¢ < ancienne base — nouvelle base. On définit P la matrice de change-
ment de base. Soient p;; ses éléments de matrice on a ¢} =, p;jp;. Soient A

la matrice de A dans ; et A" la matrice de A dans ga} on a

A =PptAp. (16)
En utilisant la formule de la trace du produit de trois matrices on a
TrA' = Tr(P~'AP) = Te(PP'A) = TrA . (17)
Ainsi la trace d'une matrice est invariant par changement de base.
Les éléments de la matrice notée % représentant |'opérateur % sont donnés

c(dAY = d .
par: da)g‘j = da®ij-
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