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Exercice 1

On considère la collision élastique représentée à la Fig. 1 : une particule (supposée ponctuelle)
de masse m se meut avec une vitesse v0 en direction d’une particule de masse 2m (elle aussi
supposée ponctuelle) et initialement au repos. Le système formé par les deux masses est isolé de
toute force extérieure.
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6.22. Rocket motion

A rocket ejects mass backward with a constant speed u relative to the rocket.5 If the initial
mass of the rocket is M , what is the rocket’s speed at a later time when the mass is m?
Hint: Consider a short interval of time, and determine the increase in speed after a small
amount of mass has been ejected. This will yield a differential equation relating dv and
dm, which you can then integrate.

6.23. Hovering board

(a) A hose shoots a stream of water vertically upward. The water leaves the hose at
speed v0 and at a mass rate R (kg/s). A horizontal board with mass m is placed a
very small distance above the hose and then released. What should m be so that the
board hovers at this height? Assume that when the water crashes into the board, it
bounces off essentially sideways.

(b) If you break the board in half, so that its mass is now m/2, how high above the hose
should it be located if you want it to hover in place?

(c) In part (a), what should m be if the stream of water is replaced by a stream of marbles
that bounce off the board elastically (that is, they bounce off downward with the same
speed v0)?6

6.24. Falling heap

A rope with total length L and mass density λ (kg/m) is held in a heap, and you grab an end
that protrudes a tiny bit out of the top. The heap is then released, and it falls downward.
As a function of time, what is the force that your hand must apply to the top end of the
rope, to keep it motionless? Assume that the rope has no friction with itself, so that the
remaining part of the heap is always in freefall. The setup at a general later time is shown
in Fig. 6.18.
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5To emphasize, u is the speed relative to the rocket. It wouldn’t make sense to say “relative to the ground,” because
the rocket’s engine shoots out the matter relative to itself, and the engine has no way of knowing how fast the rocket is
moving with respect to the ground.

6Even though the marbles are discrete objects, assume that they have an essentially continuous mass rate equal to R.
Also, assume that the downward-moving marbles that have bounced off the board somehow magically pass through the
upward-moving ones without colliding.

Figure 1

En supposant que les énergies des deux particules après le choc soient égales, déterminez les
vitesses v1 et v2 des deux particules après le choc en fonction de v0, ainsi que les deux angles de
déflection θ1 et θ2.

Indication : La meilleure façon de déterminer θ1 et θ2 est de mettre au carré certaines équations
du problème (sous une forme appropriée) et d’utiliser le fait que cos2 θ + sin2 θ = 1.

Exercice 2

(a) Soit une sphère creuse (de petit rayon r1 et de grand rayon r2), de densité uniforme de masse
ρ et de masse M (voir Fig. 2). Déterminez le moment d’inertie I de cet objet par rapport à
un axe de rotation passant par son centre en fonction de M , r1 et r2. On spécifiera sur un
schéma le système de coordonnées utilisé dans le calcul.

Figure 2

(b) On dispose maintenant la sphère creuse de la Fig. 2 sur un plan incliné qui forme un angle
θ avec l’axe horizontal. La sphère est initialement au repos et l’on suppose qu’elle roule
sans glisser sur le plan incliné. Calculez l’accélération linéaire a de l’objet en utilisant la
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conservation de l’énergie. Vous exprimerez votre résultat en fonction de l’accélération de la
pesanteur g, de l’angle θ, du moment d’inertie I, de la masse M , et du rayon r2.

(c) Déterminez à présent l’accélération a en utilisant le Principe Fondamental de la Dynamique
et la notion de moment des forces.

(d) Considérons les deux cas limites d’une sphère pleine (r1/r2 = 0) et d’une sphère pres-
qu’entièrement creuse (r1/r2 = 1−). Dans quel cas limite l’accélération a est-elle la plus
grande ?

Exercice 3

On considère le pendule double représenté à la Fig. 3 et constitué de deux particules ponc-
tuelles de même masse m et de deux tiges rigides de même longueur l (dont on néglige les
masses), placé dans le champ de pesanteur d’accélération g. On suppose que les deux masses
oscillent dans le même plan vertical. On néglige tout frottement de l’air. Soit θ1 (θ2) l’angle que
forme la masse du haut (du bas) avec la verticale.

m

m

l

l

✓1

✓2

g

Figure 3

(a) Montrer que le lagrangien du système a pour expression

L = ml2

[
θ̇21 +

θ̇22
2

+ θ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2)

]
+mgl(2 cos θ1 + cos θ2).

(b) En déduire les équations du mouvement.

(c) Dans la limite des petits angles (θ1 � 1, θ2 � 1), montrez que les équations du mouvement
se réduisent à

2θ̈1 + θ̈2 +
2g

l
θ1 = 0,

θ̈1 + θ̈2 +
g

l
θ2 = 0.

(d) Initialement, à t = 0, on suppose que θ1(0) = 0 et θ2(0) = ε, avec ε � 1. Déterminez
les accélérations angulaires des deux masses du double pendule à t = 0+, c’est-à-dire
immédiatement après le lâcher.
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