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Principes variationnels

“La nature agqit toujours par les
voies les plus courtes”

Pierre de Fermat

(1601-1665)



Principes variationnels

Généralités:

- C’est I'un des plus grands principes de la Physique
- C’est un principe d’optimalité
- Toutes les lois de la Physique peuvent s’écrire sous cette forme

Principes variationnels = probléme d’optimisation sous contraintes

Histoire;

1) Principe de Fermat pour I'optique géomeétrique au 17éme
2) Calcul variationnel déeveloppé par Euler et Lagrange au 18eme
3) Principe de la moindre quantité d’action de Maupertuis au 18eme
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1) Principe de Fermat pour I'optique géométrique

Hypothese:
Le temps mis par la lumiere pour parcourir une certaine distance dans un milieu
est proportionnel a la « résistance » de ce milieu au passage de la lumiere.

—> Principe de moindre temps ou principe d’économie naturelle
I
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1) Principe de Fermat pour I'optique géeométrique

b) réfraction
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Principe de moindre temps
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Loi de Descartes-Snell

(1596-1650)



1) Principe de Fermat pour I'optique géeométrique

b) réfraction Un?t? de angueur: h
Unité de vitesse: c
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Principes variationnels

c) Rayons courbes

Considérons la propagation de la lumiére dans un milieu dont I'indice de réfraction
varie continment d’'un point a un autre.

- Les rayons se propagent selon des courbes et non plus selon des droites !

— / 2\ 2
“ 2 dr = n(z)% = n(z) d:1:20+ 4z = n(z) 1+c(%) dx
A B dr = n(z)= Lt é($)2d$ avec Z(x) = dz
_* c dx
e R Y O
X Xg >X Math: trouver la fonction z(x) qui minimise

_ ) , T avec les contraintes: z(X,)= z, et z(Xg)= Zg.
Pb: trouver la trajectoire z(x) d’'un rayon

de Ilumiere se propageant dans un
milieu d’indice n(z), allant d’'un point
A(XA,z,) @ un point B(xg,zg).

- Calcul des variations




Mirage inférieur

n(z)

\

y 7

Route fortement chauffée I'été: 'air est moins dense au niveau de la

route car la température est plus élevée

z/

T~ 2,/ = p,/ 2,/ = n/

L'image apparente se trouve au dessous de I'objet



Mirage supérieur

T/ z,)/ = p\, 2./ = nN\ 2,/

L'image apparente se trouve au dessus de I'objet




Principes variationnels

2(x) 2 y(X)

2) Calcul des variations d’Euler-Lagrange

To
f:/ f(y,y,x) dx
xq

Pb: On veut trouver la fonction y(x) qui minimise (ou maximise) l'intégrale |
ou les extrémités sont fixes. | est une fonctionnelle !

Probléemes typiques:

- Mirages

- Corde pesante

- Films de savon
- Brachistochrone

- Géodésiques

- minimise le temps de parcours de la lumiere

- minimise I'énergie potentielle de pesanteur

- minimise I'énergie potentielle de surface

- minimise le temps de parcours dans le champ

de pesanteur

- minimise la distance entre deux points sur une surface
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La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale

I=/ Qf(yjzt)jw) dx

1

soit stationnaire avec les conditions y(x,)=y, et y(x,)=y, est que
I’équation différentielle dite d’Euler

af daf _
Jy dx Oy

soit satisfaite. N

0

L'inconnue est une fonction !

(X2,Y2)
y(x)

(X1,Y1)

v
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Généralisation a plusieurs variables

T2
1 :/ f(y17y27"'7y’n7?;17?;27"°;yn7w) dx
1

of d of
E Oy,  dx Oyp

0 £k=1,2,....n

Systéme d’équations différentielles couplées du deuxieme ordre eny

(présence de-?j)
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Propriétes:
équation differentielle du second ordre
of dof of o°f  0*f . O*f.
*oy “dxay "oy awoy  ayoy” o’ "

Formule de Beltrami

af

@® Sif ne dépend pas explicitement de x - E| k / f y 8 - =

k

f (.. /{)

(1835-1900) 13




Principes variationnels

Multiplicateur de Lagrange

Soit | la quantité a minimiser
xro
I:/‘f@wwﬂm
T

Dans les problemes, on rencontre souvent (e.g. chainette) une contrainte se
présentant sous la forme d’une intégrale devant rester constante. On montre
que si la contrainte s’exprime par une intéarale de la forme

/)gwmwﬂwzk

T

on doit substituer a f la fonctionnelle

h(y,y,2) = fly,y,2) — A\gly, y, x)

ou A est appelé multiplicateur de Lagrange qui sera eévalué ultérieurement en
utilisant les donneées et les conditions initiales du probleme étudié.
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Principes variationnels

Exemple I. la brachistochrone

Définition: courbe qui minimise le temps de parcours d’'un
point matériel soumis a I'action de la pesanteur.

Acta Eruditorum, the first scientific journal, began publication in 1682. In the June
1696 issue of this journal, there appeared a note by the famous Swiss scholar
Johann (Jean) Bernoulli (1667-1748) with the intriguing title, "A new problem that

mathematicians are invited to solve."
A

M L~ \

N o) -

vy (mouvement dans le plan vertical)
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Brachistochrone (suite)

. Chemin le plus court !
7 l /

« If one considers motions with the same
initial and terminal points then, the shortest
distance between them being a straight
line, one might think that the motion along
it needs least time. It turns out that this is
not so. »

Galileo Galilei (1564-1642)
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Brachistochrone (suite)

oA -
X

g l la solution est un arc de cycloide
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Brachistochrone (suite et fin)
Ligne brachistochrone d‘une surface (non plane)

Une ligne brachistochrone d'une surface est une courbe sur laquelle doit glisser sans frottement un point
matériel pesant placé dans un champ de pesanteur uniforme de sorte que le temps de parcours soit minimal
parmi toutes les courbes joignant deux points de la courbe, quels que soient les choix de ces deux points.
Autrement dit, ce sont les lignes les plus courtes en temps, alors que les geodésiques sont les lignes les plus

courtes en distance cf. dia suivante).

@ Sur un coOne de révolution:

@ Sur une sphere:
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Exemple Il: Géodeéesiques

Définition: Une courbe C, tracée sur une surface S, s'appelle une géodésique si,
guelque soient les points A et B sur C, le plus court chemin joignant A a B tout en restant

sur la surface S est obtenu en suivant C.

Cas du plan:

RQ: La métrique de S est euclidienne - la solution est une ligne droite
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Cas de la sphere:

Les géodésiques de la sphére

Géodésiques (suite)

Le plus court chemin pour aller du pole
nord au poble sud est de suivre un
méridien. Plus généeralement, tout
grand cercle (c'est-a-dire l'intersection
de la sphere avec un plan passant par
le centre O) définit une géodeésique de
la sphere, et réciproguement toute
geodesique de la sphere est un arc de
grand cercle.
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Principes variationnels

Géodésiques (suite)

Pour une surface quelconque le probleme est beaucoup plus difficile !
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Géodésiques (suite et fin pour la culture)
o : :
dl* = g;jdx"da’

x! et x2 sont des
x2 = const. coordonnées locales

de la surface

x1 = const.

Tenseur metrique

d2 a7 - dak dat
|EN — () :1,,2

2 UM w J

- 1 dgr; g, AG;

F?«@:§9M( glj_l_ git 93)

oxt  Oxd  Ox!
Symboles de Christoffel Mots clés: geométrie différentielle;
meétrique, relativité générale...
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Principes variationnels

Exemple Ill: surface minimale

Définition: En mathématique et en physique, une surface minimale est une surface
minimisant son aire. Ce minimum est réalisé sous une contrainte: un ensemble de
points, le bord de la surface, est d'avance déterminé.

Une surface minimale est une surface dont l'aire ou le volume ne peut qu'augmenter
lorsqu'on lui applique une perturbation suffisamment petite. Les surfaces minimales
forment donc l'analogue en dimension supérieure des géodésiques (courbes dont la
longueur ne peut qu'augmenter sous l'effet d'une perturbation assez petite et assez
localisée).
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Principes variationnels

surface minimale (suite)

Film de savon: minimisation de I'énergie potentielle: |J = 0 A «—— airede S

L tension superficielle
" bords dela

7 surface

caténoide
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Exemple IV: figures d’équilibre (Bernoulli)

Définition: configuration d'un fil (ou d’'une corde) soumis a la pesanteur, de longueur L, de
masse linéique p et fixé entre deux points A et B.

On doit minimiser I'énergie potentielle de pesanteur avec la contrainte que le fil est inextensible.

"1 P

\ .|l /

NG /
N

y = 2coshix/2) = /24 572

| | i
1 | T
-4 0 4

La chainette 25
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