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2) Principe de moindre action



1) Coordonnées generalisées

Définition: point matériel = corps dont on peut négliger les dimensions.
Ceci est a mettre en paralléle avec « la dynamique des corps rigides »

Angles d’Euler

point matériel

barre (solide rigide)

(tenseur d’'inertie, torseur, ...)



Principe de moindre action

La position d’'un point matériel dans I'espace > T°
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Définition: le nombre de grandeurs indépendantes qu’il faut se donner pour
determiner de facon univoque la position d’un systeme est appelé nombre s
de degrés de liberté (DL) du systeme.

* pour N points matériels dans I'espace a d dimensions on a besoin de
N rayons vecteurs c’est-a-dire d x N coordonnées - s = dN
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Principe de moindre action

Les DL ne sont pas forcément les coordonnées cartésiennes du point !

Il est souvent plus commode d’utiliser un autre systéme de coordonnées

= (1,Q2, ...4s caractérisent complétement la position du systéme

Ce sont les coordonnées généralisées {q}

—> (jl7 (jg, (]5 Ce sont les vitesses généralisées {¢}

Exemples: a) Point matériel qui se déplace sur une sphere de rayon r
1 2DL>s=2-> (6,4 -pendule sphérique-

b) Pendule plan

w v

IDL>s=1> ¢




C) Yl 7
A¥ I 2DL > s=2->|((l,¢)|ou (Yg, Zg)

I

paramétrisation plus « physique »

e) Systéme masses-ressorts

2DL2>s=2-> (y.Y,)
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2DL>s=2-> (01,607)



L'expérience montre que: la connaissance des coordonnees et des vitesses
determine completement I'état du systeme et permet de prédire son mouvement final.

Définition: les relations qui lient les accélérations aux coordonnées et aux vitesses

sont appelées équations du mouvement.

Ce sont des équations differentielles du second ordre.
’/—::\‘/2
Exemples: a) T+ wjr =0 1DL

N 2 DL

T+ wir = ay
b) > _
Y+ why = ax



Principe de moindre action

2) Le principe de moindre action

C’est le principe de Hamilton

Tout systeme mécanique est caractérisé par une fonction définie:

L(q17 q27 ) q37 ql? q27 T QSa t) — L({Q}? {q.}ﬁ t)

(1805 — 1865)

Aux instants t, et t, le systeme occupe des positions déterminées {q®} et {q(®}
Entre ces deux instants, le systeme se meut de telle fagon que l'intégrale

= [,* L({q}.{q}. t)dt

ait la plus petite valeur possible.

L: fonction de Lagrange du systeme ou lagrangien* [L] =
S: action du systeme [S] = E.T

* trés important en théorie des champs (champ em); Physique statistique...



- L ne contient pas les dérivées supérieures {G},{ 4}, ...
(i.e. le mouvement est completement déterminé par les coordonnées et les vitesses)

En utilisant le calcul variationnel on obtient:

/
oL d (oL
dq dt(@cj)_o .

J
D, (8%) =0(=1,..,8) s

Ce sont les equations de Lagrange.

C’est un systéme de s équations différentielles du second ordre { ¢}

a s fonctions inconnues q;(t).
A

g @

0'S = 0 trajectoire « réelle »

g ()




Principe de moindre action

Propriétés du lagrangien _—~ systeme mécanique (L)

a)

(La)

(L)

- A et B sont deux parties fermées gqui sont suffisamment éloignées pour ne pas
interagir 'une avec l'autre _
9 Sl L=+ Lg

b) L - alL = les éguations du mouvement ne changent pas.

c) La fonction de Lagrange n’est déterminée qu’a la dérivée totale d’'une fonction
guelconque des coordonnées et du temps pres

UM@ﬂ:Lm¢ﬂ+%ﬂ%ﬂ

to to to
S/Ef L’(q,q’,t)dt:/ L(q,q',t)dt+/ %dt = 05" =68
t

01 t1

— S+ F(g@. 1) = F(gD 1) L et L’ donnent les mémes

= équations du mouvemeng
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Principe de relativité de Galilée

Définition: Un systeme de reférence est appelé galiléen (RG) si par rapport a lui,
I'espace est homogene (tous les points sont equivalents) et isotrope (toutes les
directions sont équivalentes) et le temps uniforme (tous les instants sont equivalents).

- Dans un RG un corps libre et au repos a un instant donné restera au repos pendant
un temps illimite.

On cherche la fonction de Lagrange d’un point matériel libre. (1564-1642)

Homogénéité de I'espace > L ne dépend pas de 7°
Uniformité du temps - L ne dépend pasde t .
|sotropie de I'espace - L ne peut dépendre que de la valeur absolue de v

2y |
9L _0 (pas de force nette) | 2 L(VE) | S

or
Equations de Lagrange > 4 (2£) =0 = 2L = cte = ¥ = cte car L(7- 7)

8_L:(8L oL aL)
or — \Ox’ Oy’ 0Oz
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Principe de relativité de Galilée

- Dans un RG tout mouvement libre s’effectue avec une vitesse constante
en grandeur et en direction. C’est la loi de I’'inertie.

Principe de relativité de Galilée (un des principes les plus importants de la mécanique !)

Soient deux RG en translation rectiligne et uniforme I'un par rapport a I'autre. Dans
ces systemes les propriétés de I'espace et du temps sont les mémes ainsi que
toutes les lois de la mécanique

Z J
Transformations de Galilée z
y y
t =t
77)' — 77_ /5% O 0’ X’
X
—
U

Les équations de Lagrange sont invariantes / a ces transformations
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Fonction de Lagrange d’un systéme ferme de points matériels

Soit un systeme de points mateériels réagissant les uns sur les autres, mais isoles
de tout corps étranger; on dit qu’'un tel systéme qu’il est fermé (isolé).

TTZ’U? — —
L=, —+—-V({,7,...)=T 3 V

|
T est I’énergie cinétique du systeme et V I’énergie potentielle

- V ne depend que de la distribution des points matériels au méme instant.
- linteraction se propage instantanement (uniguement vraie en RG / RR Einstein)

- Les équations de Lagrange sont réversibles dans le temps (t 2 -t)

d ( OL \ _ OL d*Fa OV | Eqnat
i (&%) = o, 2> | Moz = —or Equations de Newton
F, = —g,;/ Force agissant sur le a'®™e point
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Lagrangien en coordonnées généralisées

— fa(quQZj ...7q3)7jja, Zk gg:

= 15 ma (@2 + 92423 -V — L3 ain(q)didn — V(q)

Exemples:

a) Coordonnées cylindriques
L=2*4r?¢* +2%) = V(r,p, 2)

b) Coordonnées sphériques

[ = % (7’*2 + r2(?2 1+ 12 gin? 9(,2)2) —Vi(r,0,p)
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