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Figure 5.12 – Classification des systèmes dynamiques linéaires à deux dimensions dans le plan (∆, τ) (∆
déterminant et τ trace de la matrice A du système dynamique).
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Chapitre 5

Systèmes linéaires en 2 dimensions

Nous étudions dans ce chapitre les systèmes linéaires du second ordre. La compréhension des résul-
tats principaux est primordiale, étant donné qu’on cherchera le plus souvent par la suite à se ramener
à des cas linéaires lors de l’étude de systèmes plus complexes.

Les trajectoires vont être beaucoup plus variées dans ce chapitre : elles sont maintenant dans le
plan et non sur la ligne.

5.1 Définitions et exemples

Un système linéaire à deux dimensions est un système de la forme

{

ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy
(5.1)

qu’on écrit plus généralement
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= Ax (5.2)

Remarques
— C’est un système linéaire car si x1 et x2 sont solutions, alors α1x1+α2x2 aussi, avec α1,α2 ∈ R.
— x∗ = 0 = (0, 0) est toujours un point fixe.
— Les solutions peuvent être visualisées dans l’espace (x, y) appelé plan de phase.

5.1.1 Premier exemple : l’oscillateur harmonique

Considérons une masse m astreinte à se déplacer horizontalement et reliée à un ressort de raideur k
(figure 5.1). On néglige dans un premier temps les frottements. L’équation d’évolution du système
s’écrit

mẍ+ kx = 0 , (5.3)

où x représente l’élongation du ressort par rapport à sa longueur à vide. Comme précédemment, on
peut trouver la solution exacte mais parce que c’est un cas particulier soluble. On va donc à nouveau
proposer une démarche géométrique adaptable au cas non linéaire.

61

Systèmes Dynamiques et Chaos 65

De la même manière, un point peut être attractif sans être Lyapunov stable. Par exemple, pour
θ̇ = 1− cos θ, θ∗ = 0 attire toutes les trajectoires quand t→∞, mais n’est pas Lyapunov stable, ainsi
qu’illustré sur la figure 5.5.
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Figure 5.5 – Système dynamique θ̇ = 1 − cos θ : une trajectoire ayant pour condition initiale 0+ passera
toujours par π avant de converger vers 0−, elle s’éloigne donc toujours d’une distance finie d’une trajectoire
ayant pour condition initiale 0−. θ∗ = 0 est donc globalement attractif mais pas Lyapunov stable.

Il n’y a donc pas de lien de cause à effet entre attractif et Lyapunov stable ; toutefois en pratique
c’est souvent le cas : on dit alors que le point est stable.
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5.2 Classification des systèmes linéaires

Dans les exemples précédents, deux éléments de la matrice étaient nuls. Nous allons étudier le cas
général désormais. L’exemple précédent a montré que les axes des x et y jouent un rôle spécial et
déterminent le comportement de toutes les trajectoires quand t → ±∞. En outre toute trajectoire
initiée sur ces axes y reste pour toujours et croit ou décroit exponentiellement. Dans le cas général
pour trouver l’analogue de ces courbes nous allons chercher les trajectoires de la forme

x(t) = eλtv (5.8)

où λ (le taux de croissance) et v, a priori complexes, sont à déterminer. En injectant l’équation (5.8)
dans l’équation du système dynamique, on obtient

Av = λv (5.9)

Les droites recherchées existent si v est un vecteur propre associé à la valeur propre λ de la matrice A.

Si A =

(

a b
c d

)

, les deux valeurs propres λ+ et λ− vérifient

det (λI−A) = 0 (5.10)

ce qui se réécrit
λ2 − τλ+∆ = 0 (5.11)

où {

τ = trA = a+ d

∆ = detA= ad− bc
(5.12)
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