
Portrait de phase d'un système dynamique d'ordre 2 non linéaire
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Figure 6.1 – Portrait de phase d’un système dynamique d’ordre 2 non linéaire. Les points fixes (A,B,C), les
orbites fermées (D), et leur stabilité, jouent un rôle clef dans la compréhension qualitative de la dynamique du
système.

Exemple Considérons le système dynamique suivant 2 :
{

ẋ = x+ e−y

ẏ = −y
(6.3)

et recherchons-en les points fixes. Après une rapide analyse, on s’aperçoit qu’il n’y en a qu’un,
{

x⋆ = −1
y⋆ = 0

(6.4)

Étudions à présent la stabilité de ce point fixe. On peut remarquer que l’équation différentielle
ẏ = −y a pour solution y(t) = y0 e−t, donc que limt→∞ y = 0. Par conséquent, e−y→1. Ainsi, la
première équation sera rapidement (sur un temps d’ordre 1) équivalente à ẋ = x+ 1, qui s’intègre en
exponentielle croissante. Cela suggère que ce point fixe est donc instable.

Si l’on considère le cas particulier où l’on se place initialement sur l’axe des x, y0 = 0, donc
y(t) = 0 à tout temps. ẋ = x + 1 est alors strictement vérifiée et le point fixe est nécessairement
instable (ce cas particulier est suffisant pour démontrer son caractère instable, le contraire serait faux).
On présentera dans la suite de ce cours des méthodes moins «bricolées» pour traiter efficacement ce
genre de problèmes.

Pour tracer le portrait de phase, il est utile de trouver les lignes qui annulent l’une ou l’autre
des coordonnées des vecteurs vitesse, et qui indiquent donc que le vecteur vitesse est purement vertical
ou horizontal. Ces lignes sont nommées nullclines (isoclines pour une pente nulle dans une direction).

— Flot horizontal : dans notre exemple ẏ = 0 correspond à y = 0 i.e. l’axe des x. Le flot sur cette
ligne sera vers la droite si ẋ > 0, donc si x > −1.

2. D’une importance physique probablement limitée...

c⃝ T. Dauxois (2019)


