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Exercice 1 : Évolution de la pression dans un liquide compressible

On considère un liquide de masse volumique ρ, au repos dans le champ de pesanteur g = g ẑ,
où l’axe vertical z est orienté vers le bas. On note p(x, y, z) le champ de pression en un point
M(x, y, z) du fluide.

(a) Montrez à partir de l’équation de la statique des fluides que la pression ne dépend que de
la profondeur z via la relation

dp

dz
= ρg. (1)

(b) En déduire p(z) pour un fluide incompressible, c’est-à-dire lorsque la masse volumique est
constante. On notera p0 la pression à la surface.

(c) La fosse des Mariannes a une profondeur h d’environ h ' 11 km. Calculez la pression à cette
profondeur.
Données : ρ = 1 kg.`−1, g = 10 m/s2, p0 = 1 bar.

(d) L’eau est en réalité légèrement compressible. Sa masse volumique augmente avec la pression
via la relation

ρ = ρ0 [1 + χT (p− p0)] ,

où χT = 4 × 10−10 Pa−1 désigne la compressibilité isotherme et ρ0 = 1 kg.`−1 la masse
volumique pour p = p0. À partir de l’Eq. (1), déduire le champ de pression à la profondeur
z. Montrez que l’on retrouve bien le résultat de la Question (b) lorsque χT → 0.

(e) À la profondeur z = h, quelle erreur relative sur l’estimation de la pression commet-on
lorsque l’on suppose que l’eau est incompressible [cf. Question (c)] ?
Indication : Estimez tout d’abord la valeur numérique de χTρ0gh, puis effectuez un déve-
loppement limité à l’ordre adéquat de votre résultat à la Question (d).

Exercice 2 : Un modèle de clepsydre

Une clepsydre est une horloge antique, d’origine égyptienne, mesurant le temps par écoulement
régulier d’un liquide dans un récipient gradué. Dans tout l’exercice, on suppose le fluide parfait
(c’est-à-dire non-visqueux) et incompressible.

On considère le récipient à symétrie de révolution autour de l’axe z de la Fig. 1. En coor-
données cylindriques (r, θ, z), la distance entre la paroi du récipient et l’axe z est de la forme

r = azn,

où a et n sont des constantes que vous allez déterminer dans la suite. Le fond du réservoir situé
en z = 0 est percé d’un petit orifice de section s = 25 mm2. Tout le système est plongé dans
l’atmosphère (pression patm) et dans le champ de pesanteur terrestre g = −g ẑ (g ' 10 m/s2).
On remplit la clepsydre jusqu’à une hauteur initiale h0 et on note h(t) la hauteur de la surface
libre à l’instant t.
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‰‰‰ Ex. 7 Un modèle de clepsydre –
Une clepsydre est une horloge antique, d’origine égyptienne,
mesurant le temps par écoulement régulier d’eau dans un
récipient gradué.
On considère un récipient à symétrie de révolution autour de
l’axe Oz, la distance entre la paroi du récipient et l’axe Oz
est :

r = azn

où a et n sont des constantes que nous allons déterminer.
Le fond de ce réservoir situé en z = 0 est percé d’un petit
orifice de section s = 25mm2. Tout le système est plongé dans
l’atmosphère (pression patm) et dans le champ de pesanteur
terrestre °!g = °g°!uz . On remplit la clepsydre jusqu’à une
hauteur initiale h0 et on on note h(t) la hauteur de la surface
libre à l’instant t.

z
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g

Fig. 1.2 – Clepsydre.

1. À l’aide du théorème de Bernoulli, exprimer la vitesse de vidange vo en considérant que la
vitesse de la surface libre est négligeable devant vo.

2. À partir de la conservation du débit volumique, trouver une relation entre ḣ(t), h(t) et s.

3. Déterminer les expressions de a et n pour avoir ḣ =°1cmmin°1.

4. La clepsydre se vide complètement en une heure. Quelle est sa contenance en litre ?

Indication : Calculer le volume en intégrant des tranches de rayons r et d’épaisseur dz.

‰‰‰ Ex. 8 Vase de Mariotte –
Un vase de Mariotte contenant de l’eau est raccordé à un
tube vertical de longueur H. La hauteur h est fixée à 50 cm.
La pression atmosphérique vaut patm = 1,013bar, la pression
de vapeur saturante de l’eau pv(H2O)= 13mbar, et le champ
de pesanteur g = 9,8Nkg°1. On néglige la viscosité de l’eau.

1. Exprimer la vitesse de sortie V de l’eau en A en fonc-
tion de H et h. Montrer qu’elle est constante, tant que
le niveau de l’eau est au dessus de l’orifice du tube
d’alimentation en air.

2. Sachant que dans l’écoulement, la vitesse maximale
est atteinte en un point M de la zone de raccordement,
et qu’elle vaut 1,4V , quelle longueur peut-on donner
au tube pour qu’il n’y ait pas cavitation (c’est-à-dire
apparition de bulles ou de poches de vapeur d’eau) ?

3. Quelle est alors la vitesse V d’écoulement maximale ?
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h
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V

orifice d’arrivée
d’air

M

A

air patm

Fig. 1.3 – Vase de Mariotte.
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Figure 1

(a) Énoncez le plus précisément possible le théorème de Bernoulli.

(b) À l’aide de la question précédente, exprimez la vitesse de vidange v0 en considérant que la
vitesse de la surface libre v` est négligeable devant v0.

(c) À partir de la conservation du débit volumique, montrez que la relation entre ḣ(t) = dh/dt,
h(t) et s s’écrit

ḣ = −s
√

2g

πa2
h1/2−2n.

(d) Déterminez la valeur de n telle que ḣ = cte = −1 cm/min. En déduire une estimation
numérique de la valeur de a2.

(e) La clepsydre se vide complètement en 1 h. Quelle est sa contenance V0 (approximative) en
litre ?
Indication : Calculez le volume V0 en intégrant des tranches de rayons r et d’épaisseur dz.

Exercice 3 : Loi de Poiseuille

On considère l’écoulement d’un fluide visqueux et newtonien dans un long tube cylindrique
de rayon R et de longueur L � R (voir Fig. 2). Le tube est horizontal (orienté selon l’axe z)
et l’écoulement est assuré grâce à l’existence d’une différence de pression δp entre l’entrée et
la sortie du tube. On appelle ρ la masse volumique du fluide et η son coefficient de viscosité
dynamique.

Les hypothèses de travail sont les suivantes :
— l’écoulement est permanent ;
— l’écoulement est incompressible ;
— le nombre de Reynolds est suffisamment petit pour supposer un régime d’écoulement

laminaire ;
— l’écoulement est parallèle à l’axe z et invariant par rotation autour de l’axe z : v(M, t) =

v(r, z) ẑ, avec (r, θ, z) les coordonnées cylindriques usuelles ;
— on néglige la pesanteur.
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3.3 Pertes de charge

Loi de Poiseuille

On s’intéresse à l’écoulement d’un fluide visqueux dans un long tube
cylindrique de rayon et de longueur . Le tube est horizon-
tal (orienté suivant Oz) et l’écoulement est assuré grâce à l’existence
d’une différence de pression entre l’entrée du tube et la sortie du
tube.

MM

FIG. 3.5 : Écoulement de Poiseuille. Po-
sition du problème.

Hypothèses de travail –

1. L’écoulement est permanent donc ;
2. L’écoulement est incompressible, par conséquent div ;
3. Le nombre de Reynolds est suffisamment petit pour supposer

un régime d’écoulement laminaire. En pratique, on considère
que c’est le cas, quand e ;

4. L’écoulement est parallèle à Oz et invariant par rotation autour
de l’axe Oz, d’où ;

5. Enfin, on néglige la pesanteur car .

Calcul du champ de vitesse – Commençons par écrire l’équation de
continuité :

div

La vitesse ne dépend pas de . Calculons l’accélération :

M

L’accélération est nulle. En effet, les lignes de champ sont des droites
horizontales et se confondent avec la trajectoire des particules (ré-
gime stationnaire). Or si la vitesse ne dépend pas de z cela signifie
que les particules de fluide se déplacent avec une vitesse constante
en direction et en intensité. L’accélération est donc nulle. On peut aus-
si ajouter que chaque particule de fluide est soumise à deux forces
qui se compensent : les forces de pression et les forces de viscosité.
Sans force de pression, c’est-à-dire sans différence de pression, il ne
peut pas avoir d’écoulement stationnaire.

L’équation de Navier-Stokes se réduit donc à l’équation de Stokes :

Figure 2

(a) Puisque le fluide est supposé incompressible, que vaut la divergence du champ de vecteur
vitesse ? En déduire que v(M, t) = v(r) ẑ.

(b) Soit a(M, t) l’accélération d’une particule de fluide. Celle-ci est donnée par la dérivée par-
ticulaire du champ de vitesse eulérien,

a(M, t) =
Dv

Dt
.

Montrez que a(M, t) = 0.

(c) À partir de l’équation de Navier–Stokes

ρ

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
= −∇p+ f extv + η∆v,

où p est la pression et f extv les forces volumiques extérieures, montrez que

∂p

∂r
= 0,

1

r

∂p

∂θ
= 0,

∂p

∂z
= η

1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
.

(d) Démontrez soigneusement à partir de la question précédente que le profil de vitesse radial
est donné par

v(r) =
δp

4ηL

(
R2 − r2

)
.

Esquissez v en fonction de r.

(e) Calculez le débit volumique Qv au travers du tuyau, et en déduire la loi de Poiseuille

δp = RhQv, (2)

où Rh est une constante que vous exprimerez en fonction des données du problème.

(f) À quelle loi bien connue en physique la loi de Poiseuille (2) est-elle similaire ?

Indications : Soient f = f(r, θ, z) une fonction scalaire et A = Ar(r, θ, z) r̂ + Aθ(r, θ, z) θ̂ +
Az(r, θ, z) ẑ un champ de vecteur en coordonnées cylindriques (r, θ, z). On a

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

∂f

∂z
ẑ

∇ ·A =
1

r

∂

∂r
(rAr) +

1

r

∂Aθ
∂θ

+
∂Az
∂z

∆f =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2
∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2

Figures : c© J. Roussel, Mécanique des Fluides (École Nationale Supérieure de Chimie de Rennes, non publié).
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